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PRÉFACE DE LA DEUXIÈME ÉDITION 


Cette nouvelle édition ne diffère de la première que par 
des corrections de détail, dont je dois la plupart à la colla- 
boration de M. A. Roussel, auquel j'adresse mes bien vifs 
remerciments pour son utile concours. Les questions trai- 
tées dans ce livre et les questions connexes ont été dévelop- 
pées dans d’autres volumes de cette Collection, notamment 
dans ceux de MM. Henri Lebesgue, Paul Montel, de la 
Vallée Poussin, Serge Bernstein. Je me contente donc de 
renvoyer à ces ouvrages les lecteurs qui désireraient appro- 
fondir les théories dont les principes fondamentaux sont 
exposés ici. 

Paris, février 1928. 
Émile Borer. 


RE — 


78483 


PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION 


Ce petit Volume a été rédigé par M. Maurice Fréchet, d'après une 
cours que j'ai fait à l'École Normale, pendant le semestre d'hiver 


1903-1904; ce cours était consacré aux séries de polynomes; onmne 
trouvera ici que la partie relative aux variables réelles; j'espère déve= 
lopper et publier ultérieurement la partie relative aux variables come 
plexes (1). D'ailleurs, comme il arrive souvent, la distinction entre 
variables réelles et variables complexes ne peut pas toujours ètre faite 
d'une manière précise; 1l y a des domaines mixtes; les belles mé 
thodes de M. Painlevé, notamment,-devaient être mentionnées à lan 
fois ‘à propos des variables réelles et à propos des variables come 
plexes. À l'aide de la représentation conforme, c'est-à-dire d'une 
méthode du champ complexe, M. Painlevé est en effet tout d'abord 


arrivé à des résultats du plus haut intérèt dans le champ réel (inté= "M 
gration des équations de la Mécanique et de lAstronomie) pour ST 
retourner enfin au champ complexe et y étendre les résultats obtenus Eee 
pour le champ réel. On trouvera l'exposition synthétique deces 
méthodes dans une Note que M. Painlevé a bien voulu rédiger; je” 
liens à lui exprimer mes vifs remerciments pour cette marque + 


A 


d'amitié; tous les mathématiciens seront heureux de trouver ict lis 


démonstration des résultats si remarqués que M. Painlevé LR 


énoncés dans les Comptes rendus. 
Je dois adresser aussi mes remerciments à M. Lebesgué qui, non 
seulement a écrit une Note des plus importantes, mais a bien voulu 
lire entièrement les épreuves et me faire de nombreuses observations, 
Judicieuses et profondes, qui m'ont été souvent très utiles. Je 1 


bien voulw écrire pour cette collection des Leçons sur les séries ñe re e 
à une variable complexe. 


. 


PRÉFACE. VII 
ne dois pas oublier M. Maurice Fréchet, qui a apporté tous ses soins 
à la rédaction et à la revision de ses épreuves. 1] a notamment mis au 
point quelques démonstrations dont j'avais seulement indiqué la 
marche générale. 


Ce Volume est le sixième de ceux que j'ai publiés sur la T'héorte des 


. fonctions; 11 est le huitième de la collection de Monographies dont 


M. Gauthier-Villars a bien voulu me confier la direction et dont on 
voudra bien m'excuser de dire ici quelques mots. 

Tout d’abord, bien qu'il soit devenu banal de parler de l'accueil 
excellent que recoivent à la maison Gauthier-Villars toutes les publi- 
cations scientifiques, je considère comme un devoir de mentionner ici 
toute la part qui revient à M. Gauthier-Villars dans la création de 
cette Collection et dans la manière dont elle est présentée au public. 

Comme je l'ai dit dans la Préface du premier de ces Volumes, il 
m'avait semblé qu'il y avait place, entre les Traités d'Analyse et les 
Mémoires originaux, pour des publications moins étendues que les 
Traités et plus accessibles que les Mémoires. Une telle forme de 
publication me paraissait éminemment de nature à favoriser la 
recherche et l'événement n'a pas déçu mes espérances. J'ai été ainsi 
encouragé à continuer ces publications et, ne pouvant traiter toutes 
les parties de la Théorie des fonctions, à m'adjoindre des collabora- 
teurs. Ceux dont on a pu lire les noms à la page précédente sont assez 
connus pour quil n'y ait pas lieu de les présenter au public mathé- 
matique. Chacun d’eux a choisi son sujet; car, pour que cette Collec- 
tion conserve le caractère vivant qu'on a bien voulu généralement lui 
reconnaître, 1] a paru nécessaire de ne pas découper arbitrairement la 
science en morceaux dont chacun serait attribué à un auteur, mais de 
laisser chaque auteur déterminer lui-même le cadre dans lequel il 
pourrait le plus aisément développer sa pensée : sous la seule réserve 
d'éviter qu'un Volume fasse double emploi. Mais il a paru préférable 
d'admettre parfois quelques brèves redites plutôt que de renoncer à 
l'indépendance des Volumes de la Collection, chacun d'eux devant 
pouvoir être Îu isolément par un lecteur ayant des connaissances 
générales d'Analyse. Sans ce principe d'indépendance, on aurait eu 
tous les inconvénients d’un grand Traité, sans en avoir les avantages. 

Je ne pense pas qu'il y ait eu lieu de justifier, auprès des lecteurs 
habituels de cette Collection, lintérêt primordial qui s'attache à la 
Théorie des fonctions, qui est la base de l'Analyse moderne. 


VII PRÉFACE. 

À ceux qui penseraient que cette Théorie s'éloigne trop de la pra 
tique pour conserver de l'intérêt dans un siècle où les applications 
prennent de plus en plus d'importance, je me permettrai de signaler, 
en particulier, dans ce Livre, les quelques pages consacrées à Pinter= 
polation (p. 33 à 92). Ils reconnaïîtront, je pense, que les recherches, 
en partie nouvelles, qui s’y trouvent exposées et qui sont basées sur 
les parties les plus modernes de la Théorie des fonctions, sont suscep= 
tibles d'applications presque immédiates à des questions pratiques de 
natures très diverses. Il y a, il est vrai, bien des parties de la théorie 
moderne des fonctions dont la portée pratique n'apparaît pas immé-= 
diatement; mais, outre l'intérêt qui s'attache à leur beauté propres 
qui nous assure que cette portée n'apparaîtra pas un Jour? Pourquor 
limiter arbitrairement le champ des Mathématiques que l'on juge 
susceptibles d'applications ? 

Enfin, en terminant cette déjà trop longue Préface, je crois devoir 
faire remarquer que, sur les six Volumes que j'ai publiés dans la 
Collection, quatre ont été rédigés d'après des Lecons faites à l'École. 
Normale supérieure. 

Si j'ai pu organiser à l'École cet enseignement, c'est grâce à Pesprit 
libéral de l'administration, et particuliérement du sous-directeur de 
la Section scientifique, M. Jules Tannery, toujours plus préocupé 
d'encourager les initiatives qu'il juge bonnes que de faire strictement 
observer la lettre des règlements. Au nom de M. Jules Tanneryÿ je 
tiens à associer ceux de tous les autres mathématiciens à côté desquels 
j'ai eu l'honneur et le plaisir d'enseigner à l'École : M. Goursat” 
M. Painlevé et M. Hadamard. Car c'est seulement grâce à la collabora= 
tion amicale de collègues uniquement guidés dans leurs rapports 
mutuels par le désir de tout organiser au mieux des intérêts des élèves 
et de la Science qu'il a pu être possible de trouver la place de ce 
nouvel enseignement. C'est pour moi un agréable devoir de rendre 
publiquement ce témoignage. 


Saint-Paul-des-Fonts (Aveyron), 15 août 1904: 
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CHAPITRE I. 


NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES ENSEMBLES. 


Puissance d’un ensemble. — L'idée d'ensemble est une notion 
_ primitive dont nous ne donnerons pas de définition (‘). Citons 
seulement quelques exemples d'ensembles : l’ensemble des points 
: d’une droite, l’ensemble des polynomes en zx, l’ensemble des 
_ surfaces minima, etc. 

On peut raisonner sur les ensembles sans s'occuper de la nature 
des objets qu'ils contiennent. Lorsqu'un ensemble est fini, on est 
_ ainsi amené à distinguer, parmi les propriétés abstraites de cet 
. ensemble, le nombre des objets qu’il contient. Deux ensembles 
_ finis contiennent chacun le même nombre d'objets si, à tout 


… élément de l’un, on peut faire correspondre un élément de l’autre 
| nn réciproquement. S'il en est encore ainsi pour deux ensembles 
| QUELI oNQuESs E, E,, nous dirons avec M. Cantor que E a même 
de PUISSANCE que E;. Nous pouvons maintenant nous proposer de 
comparer, au point de vue de la puissance, un ensemble quelconque 
à quelques ensembles qui nous sont familiers et que nous pren- 


, drons pour types. 


+ 


__ (*} Voir, pour la discussion de l’idée d'ensemble, Émice BoreL, Leçons sur la 
théorie des Fonctions, Chapitrelet Notes (Paris, Gauthier-Villars), et ÉMILE BOREL, 
_ Sur les principes de la théorie des ensembles (Communication faite au IV* Con- 
grès international des Mathématiciens, Rome, avril 1908). 


E°"B. 


LL 


2 CHAPITRE 1. 

Ainsi, un ensemble E qui a même puissance que l’ensemble 
des nombres entiers : 1, 2, 3, ..., n, ..., est un ensemble dé- 
nombrable. Si E a même puissance que l’ensemble des nombres 
compris entre © et 1 (limites Gps on dira que E a la 
puissance du continu. 

Donnons des exemples de l’un et de l’autre cas. Un ensemble. 
de nombres : Um,m..m Qui se distinguent par la suite de leurs | 
k'indices entiers m,, ..., mx est un ensemble dénombrable. Il ci 
suffit, pour le voir, de montrer que l’on peut ranger ces nombres 
dans l’ordre 1, 2, ..., n, ..., de façon à les obtenir tous, chacun 
une seule fois. Pour cela, considérons tous ceux de ces nombres … 
dont la somme des Has est égale à n. Il y en a un nombre fini, on 
peut donc les numéroter. Si l’on opère ainsi pourn —1,n=—=2, 24 
on pourra les numéroter tous à parur de 1, AS 


Ainsi les nombres rationnels à forment un ensem/le dénom 


Rod Dr z. Ven 
brable, car uh,3 = : est bien déterminé par les indices mn 


et q ("): à x 
REA CR 
De même, on peut démontrer (?) que l'ensemble des poin IST" 


compris dans un carré de côté égal à 1 a même puissance que re 
l’ensemble des points situés sur un de ses côtés, c’est-à-dire, a : 

la puissance du continu. Une question se présente naturellement 
au sujet des deux ensembles que nous avons pris pour types & 
l’ensemble E des nombres compris entre o et 1 est-il dénom- 
brable? La réponse est négative (3) : lorsqu'on enlève de l'en: s 
semble E une infinité dénombrable semess il en restera : UT 
toujours une infinité, de quelque manière qu’on opère E ñ 


CE > tions 1 E du moment que p'etg'ne sont pas ie Re dl àp 


pra même. 
MEN? (2) Voir E. BoREL, loc. cit., p. 17. : É 
Pet: ._ (#) Voir E. Borez, loc. cit., p.14. S % 

. DCR (*) D'ailleurs il ne faudrait pas croire que les deux types de puissance 
a nous avons considérés soient’ les seuls possibles. pers à ce e sujet, E. EL, 
RRICLE -D:.107: 8m 

L' 
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NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES ENSEMBLES. 3 


Ensembles de points. 


On peut aller beaucoup plus loin dans cette étude des ensembles 
abstraits (1). Mais nous aurons surtout à utiliser dans la suite les 
propriétés spéciales aux ensembles de point (et particulièrement 
de points d’une droite). Plusieurs de nos résultats pourront se 
généraliser à l’espace x dimensions, en appelant point un en- 
semble de » nombres réels : x,, &2, ..., x», et sphère le lieu des 
points pour lesquels on a 


(t1—m)+...+(æn— an) = r'<R?,. 


Le nombre positif r sera la distance du pointir,, 4,7, au 
centre &,, ..., 4n; R est le rayon de la sphère. 

La notion fondamentale qui s’introduit dans la considération 
des ensembles de points à un nombre quelconque de dimensions 
est celle de point limite. Nous dirons qu'un point A est point 
limite d’un ensemble E si, quel que soit le nombre positif e, on 
peut trouver un point de l’ensemble E distinct de A et dont la 
distance à A soit plus petite que €. 

Il résulte évidemment de cette définition qu’il y a une infinité 
de points de E près de A. 

Il y a souvent avantage à introduire la considération du point à 
l'infini. Il sera, par définition, point limite de E, s’il y a des points 
de E à l'extérieur d’une sphère quelconque. 

L'ensemble E’ des points limites de E est l’ensemble dérivé 
de E. On dira que l’ensemble E est fermé (2?) s’il contient tous les 
points de son dérivé E’ et parfait s’il coïncide avec E/. 

On voit immédiatement que l’ensemble dérivé E' d’un 
ensemble quelconque E est fermé. En effet, près d’un point 

_ limite quelconque de E’, B, il y a des points A’ de E’ et, près 


. de A', il y a des points A de E. On peut s’arranger (£ étant un 


_ nombre positif donné) pour que les distances de B à À’ et ensuite 
de A’ à À soient plus petites que : et alors la distance de B à A 


sera plus petite que &; car il résulte de la définition analytique de 
la distance qu’un côté d’un triangle est au plus égal à la somme 


(‘) Pour cette étude, nous renvoyons le lecteur à l'Ouvrage de M. M. FRÉCHET, 
Les espaces abstraits et leur théorie considérée comme introduction à l'analyse 
générale qui paraîtra incessamment dans cette Collection. 

(?) Au contraire, un ensemble formé de points d’un espace & est ouvert s’il 
.ne renferme aucun point qui soit à la fois point d’accumulation de points de 


_ l'ensemble et de points de &. 
vs 


4 CHAPITRE 1. 
des deux autres. Donc un point limite quelconque de E/ est un 
point de FE. 

L'étude de l’ensemble dérivé E! d’un ensemble E peut dans y 
certains cas nous révéler certaines propriétés de l’ensemble E, 
comme nous allons le voir. D'autre part, le sujet de cette étude 
est plus restreint, puisque E/ ne peut être donné a priori d'une re 
façon quelconque, d’après le théorème précédent. 


#: 


Taéonëme ne Wrirnsrnass-Bozzano. — La condition néces= 
saire et suffisante pour qu'un ensemble ne contienne qu'un AS 
nombre finit de tb à est que son ensemble dérivé soit es 
(c'est-à-dire qu’il n'y ait pas de points limites de E). à NN 

Il suffit évidemment de démontrer. que, si un ensemble E con ie 
tient une infinité de points, il a au moins un point limite. En. 
effet : ou bien le point à l'infini est point limite; ou bien tous … 
les points de E sont dans une sphère S de rayon fhi, En agran- 
dissant S, on peut supposer que S soit un volume limité par 
plans parallèles aux plans de coordonnées (!). Menons mainten 
des plans équidistants de ceux-ci; ils partageront S en un certai 
nombre de parties égales S,, S', ... et dans l’une au moins 
ces parties, S, par exemple, il y aura une infinité de points de E: 
Opérons de même sur S,; il y aura une des parties de S, au moins, re 
soit S2, qui contiendra une infinité de points de E, et ainsi de suite. 


PS 


NET: 


sur leur contour. de point À sera un point limite dt E, puisq tie 
y aura une infinité de points de E aussi approches de lui de LE 
le voudra. Se. 

Nous allons maintenant démontrer une pp an U 


NOTIONS GENÉRALES SUR LES ENSEMBLES. #) 


y à une infinité non dénombrable de points de E à l'extérieur 
d’une sphère de rayon aussi grand que l’on veut 

On peut alors répéter la démonstration du théorème précédent 
en remplaçant les mots : in/finité de points par tn/finité non dénom- 
brable de points, et points limites par points de condensation. On 
prouvera ainsi que tout ensemble non dénombrable admet au 
moins un point de condensation (1). 

Cette même notion permet de démontrer simplement la propo: 
sition suivante (2): 


Taéonkme DE Canron-Bennixson. — Un ensemble renmé quel- 
conque F peut être décomposé en un ensemble parfait P et un 
ensemble dénombrable D. 

En effet, appelons P l’ensemble des points de condensation 

de F (ce sont des points de F puisque F est fermé) et soit D l’en- 
semble des autres points de F. 
” Je dis que P est parfait et D dénombrable. 
7 Tout d’abord; P coïncide avec son dérivé P’, Car, soit A’ un 
point de P”, il y a près de A' une infinité de points À de P dans 


une sphère de centre A’ et de rayon 2e Près d'un point A, il y a 
une infinité non dénombrable de points B de F dans une sphère de 
centre À et de rayon 2: Donc, il y a une infinité non dénombrable 


_ de points de F dans la sphère de centre A’ et de rayon & : A’est un 
point de P. 


Réciproquement, considérons deux sphères À, À, concentriques 


à un point À, de P et de rayons 2, —!_. Entre ces deux sphères, 
n n+I 


_ il ne peut y avoir un nombre fini ou une infinité dénombrable de 

points de F quel que soit n. Sans quoi, on pourrait les désigner 

par Ad, Gas ur 5) el alors, dans une sphère de centre À, et 

_de rayon assez pelit, 1l n’y aurait d’autres points de F que des 

te points aix qui forment comme on l’a vu un ensemble dénombrable. 
Par conséquent, À, ne serait pas point de condensation de F. 

Il y a donc des valeurs de n aussi grandes que l'on veut pour 


(') D'une manière plus précise, on peut démontrer que, dans tout ensemble 
non dénombrable il existe au moins un point qui est un point de condensa- 
“ tion pour l’ensemble considéré (cf. DE LA VaLLée Poussin, /ntégrales de 
_ Lebesgue, fonctions d DE" classes de Baire, p. 3, Ouvrage publié dans 
_ cette Collection). 
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lesquelles il y a un ensemble non dénombrable de points de F 
entre 2, X,. 

D'après le théorème démontré, il y aura au moins un point de 
condensation de F entre X, et X;,. Le rayon de X, tendant vers 
zéro, À, sera un point limite de P. Ainsi P est parfait; il en résulte 
en particulier qu’un point de D ne peut être limite de points de P. 
Autrement dit, la distance d’un point bien déterminé € de D à 
un point quelconque À de P a un limite inférieure r non nulles 


L'ensemble E, des points de D pour lesquels r > : est dénom- 


brable, sans quoi cet ensemble E, aurait au moins un point de 
condensation qui serait en même temps un point de condensation 


. . . . I ‘ 
de F. Or ceci est impossible puisque r > + Nous pourrons donc 
ranger les points de D pour lesquels r >> 1 dans l’ordre €y,, Cu, 
. 4 I e Le 
Ci33 -<.- puis ceux pour lesquels on ai12r°> : dans l’ordre €, 


C22 Cas, -.. et ainsi de suite. Tous les points de D pouvant être 
obtenus chacun une fois dans l’ensemble des c;, D est bien dé- | 
nombrable. La démonstration précédente n’est exacte que si tous 
les points de l’ensemble sont à distance finie. Une simple transfor- ii" 
mation homographique ramènerait à ce cas l’hypothèse contraire. … 


# 


Structure des ensembles parfaits linéaires. 


Nous allons maintenant nous restreindre à la considération des 
ensembles de points situés sur le segment (0,1) que nous appel-. À 
lerons intervalle fondamental. Quelques-uns de nos résultats » 
pourraient s'étendre comme les pra aux ensembles de 


aa 
points à n dimensions, mais nous n’aurons pas à utiliser celte 


+ 


SE VAT 
FRA 


son ensemble dérivé contient tous les points de cet RE Ve 
voit qu’un ensemble dense dans un intervalle (a, b) contient, s il À 
est parfait, tous les points de cet intervalle. “ G 

Nous allons AORIECE maintenant CMD RENE on | peut construir 
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dans cet intervalle, un point À n’appartenant pas à l’ensemble P 
[ce qui suppose que F n'est pas dense dans l'intervalle (0, 1)]. 
Supposons d’abord qu’il existe au moins un point B de P d’abs- 
cisse b supérieur à l’abscisse & de A. La limite inférieure des 
abscisses b est un nombre déterminé, B, abscisse d’un certain 
point N et l’on a 87 a. Le point N est évidemment point limite 
de P, c’est donc un point de P. Par suite, il ne peut coïncider 
avec À et l’on a : B=> a. D'ailleurs, entre A et M, il n’y a certai- 
nement aucun point de P. Supposons de même qu'il y ait au moins 
un point G de P d’abscisse inférieure à a, on voit qu’on pourra 
former un intervalle MN dont les extrémités seules appar- 
tiennent à P et qui contient À à son intérieur. 

Nous dirons, en adoptant une expression proposée par M. Baire, 
que l'intervalle MN ainsi défini est un intervalle contigu à l’en- 
semble parfait P. 

Pour exprimer que À est entre M et N sans coïacider avec M 
ni avec N, nous dirons que A est intérieur à MN au sens étroit; 
il serait intérieur au sens large s'il pouvait coïncider avec l’une 
des extrémités. 

Il pourra exister des points A tels qu'il n'y ait pas de points 
de P à droite de A (c’est-à-dire d’abscisse supérieure). Dans ce 
cas, on pourrait encore construire un segment tel que MN, sauf 
que N serait le point 1 n’appartenant pas à P. De même, s’il n’y 
avait pas de points de P à gauche de À, M serait le point o. 

Observons que si l’on détermine tous les segments tels que MN, 
on obtient une infinité dénombrable de segments n'empiétant 
pas les uns sur les autres et n'ayant même pas d'extrémité 
commune. Le fait que les intervalles contigus à P sont sans points 
communs résulle de leur définition même. De plus, ces segments 
forment un ensemble dénombrable. Car le Re de ceux de ces 


segments dont la longueur est plus grande que . est inférieur à nr 


par suite des propriétés précédentes. D’après un raisonnement que 
nous avons fait plusieurs fois, cela suffit à démontrer notre propo- 
sition. à £ 

Il en résulte qu'on obtiendra l’ensemble parfait P (qu'on a 


pris arbitrairement, mais distinct de l’ensemble des points de 


 l’intervalle fondamental) en enlevant de cet intervalle les 


EC 
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points intérieurs (au sens étroit) à un certain ensemble dé- 
nombrable E d’intervalles MN sans points communs. Réci- 
proquement, si l'on opère ainsi EN sE DONNANT @ priori un 
ensemble E, nécessairement dénombrable, d’intervalles MN 
sans points communs, l’ensemble P obtenu est parfait. 

En effet, soit A’ un point de l’ensemble dérivé P/ de P; A!est 
un point de P sans quoi il serait intérieur au sens étroit à un 
intervalle MN qui ne contient pas de points de P autre que M 
ou N et alors A’ ne serait pas point limite de P. Soit maintenant A 
un point de P, il faut montrer qu’il y a au moins un point de P 
distinct de À dans, tout intervalle 4$ ayant pour milieu A et aussi 
petit que l’on veut. Or, ou bien il n’y a que des points de P dans 
l’un des deux intervalles Aa, AB et alors la proposition est véri- 
fiée; ou bien il y a au moins un point B, dans «A et un point B, : 
dans $ A qui n’appartiendraient pas à P. Les points B, et B, seront 
respectivement situés dans deux des intervalles enlevés M, N,, 
M,N; et, puisque À appartient à P, l'extrémité droite N, de lun 
et l'extrémité gauche M, de l’autre seraient deux points de P con- 
tenus l’un entre B, et À, l’autre entre B; et A et par conséquent 
contenus entre & et 8. De plus, l’un au moins de ces deux points 
est distinct de À, car les deux segments M,N,, M; N;, étant dis- 
tincts, sont sans points communs. Ainsi l’ensemble P est parfait. 
Remarquons en passant que, s’il n’est dense dans aucun inter= = 
salle, on peut le considérer comme composé de l’ensemble | Et 
dénombrable des points M (par exemple) et de l’ensemble 
dérivé de celui-ci. Car, d’après la démonstration précédente, dans = 4 NS 
tout intervalle 48 ayant pour milieu un point À de P il ya toujours 
un point M distinct ou non de A, à moins que P ne soit dense. 4 
dans l’un des intervalles Aa, AR, ce qui est impossible dans notre 
hypothèse. 


Wa 


infinité Er À sera point limite. D’autre part, nous avons 
admis qu’on enlève de la droite seulement les points intérieurs 
au sens étroit aux segments MN (tous compris au sens. large 
entreoet 1); mais la démonstration, pour être exacte, exige qu’ (EE 
enlève le point 1 pour l’unique segment qui se termine en ce 
point, s il en existe un et de même pour le point o. ù 


“ 
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Si E comprenait un segment qui soit précisément (o, 1) et qu’on 
enlève tous les points de ce segment, P n'aurait aucun point. Sc 
nous écartons ce cas, P a toujours une infinité de points. 

En effet, dans le cas contraire, P n’aurait aucun point. Ceci est 
manifestement impossible, si E ne comprend qu’un nombre fini 
de segments sans points communs. Or le cas où E comprendrait 
une infinité de segments sans points communs se ramène à celui-ci 
au moyen du théorème général suivant (‘) qui s'applique à des 
intervalles quelconques empiétant ou non : 

Si l’on a sur une droite Ox une infinité E d'intervalles 
partiels MN, tels que tout point du segment fermé (0, 1) soit 
intérieur (au sens étroit) à l’un au moins de ces intervalles, il 
existe UN NOMBRE LIMITÉ de ces intervalles, tel que tout point du 
segment soit intérieur au sens étroit à au moins l’un d'eux. 

Ce théorème, qui a de très nombreuses applications, a été 
démontré par M. Émile Borel dans le cas d’une infinité dénom- 

_brable d'intervalles. Nôus allons donner la généralisation de 
M. Lebesgue (?) au cas d’une infinité quelconque d’intervalles. 
, Nous dirons qu’un point x de l'intervalle (0, 1) est atteint si l'on 
peut trouver un nombre fini d’intervalles MN qui recouvrent com- 
plètement l'intervalle (0, x) (en le débordant). 1] faut démontrer 
que le point 1 est atteint. Le point o est dans un intervalle partiel 
au moins : py; donc il y a certainement des points atteints entre o 
et 1 : ceux qui sont entre o et v. Or tout point à la gauche d’un 
point atteint est atteint et tout point à la droite d’un point non 
atteint n’est pas atteint. Dès lors, si 1 n’est pas atteint, il y a un 
point +, entre o et 1 qui est le dernier point atteint ou le premier 
point non atteint. Îl est situé dans un de nos intervalles : pv’. 
Soient x, entre pet z,, æ, entre x, etv’. Le point x, sera atteint 
_ au moyen des intervalles qui servent à atteindre x, (à la gauche 
_ dex,) et de l'intervalle pv. Ceci est impossible puisque >, est 
_ à la droite de x,. Donc 1 est atteint. 
D'ailleurs, il est loisible de supprimer les portions de ces inter- 
valles qui pourraient déborder à la droite de 1 ou à la gauche 


(*) Voir Éx. Bone, Loc. ‘cit. (p. 42). L'extension au domaine [à n dimensions 
À est immédiate; elle a été développée dans le Journal de M. Jordan : Contribution 
_ . à l'Analyse arithmétique du continu, par Ém. BOREL (p. 357, fascicule IV, 1903). 
(2) Voir Lenesaue, Leçons sur l'intégration et la recherche des fonctions 
_ primitives. Paris, Gauthier-Villars. On peut de même montrer que : Si tout point 
_ d'unensemble borné et fermé F appartient a un des éléments O d'une famille 
_d'ensembles ouverts, on peut toujours recouvrir entièrement F à l’aide d’un 
… nombre fini de ces ensembles O (cf. D£ LA VALLÉE Poussin, Intégrales de 
_ Lebesgue, p. 15). 
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de 0, et alors tout point (sauf les points 0, 1) sera encore intérieur 
au sens étroit aux intervalles partiels. Il en serait de même pour 
le nombre fini d’intervalles que nous avons obtenu. 


THÉORÈME FONDAMENTAL sur LA MEsurE. —- Considérons main- 
tenant un ensemble dénombrable E d’intervalles quelconques MN 
compris dans (0, 1) au sens large. 

Nous pourrons les ranger dans un ordre déterminé : M,N,, 
MAN, .... Appelons s;la longueur de M;N;. Si les intervalles n’ont 
aucun point commun, on aura certainement : 74 + T2 +...—+ Ty LE 
pour toute valeur finie de g. Donc la série à termes positifs : 


CO Ji re es Op. 


sera convergente et_sa somme ç ne sera pas supérieure à un: 
Autrement dit, la longueur totale des intervalles enlevés, que 
nous pourrons appeler la mesure de E, est au plus égale à la lon= 
gueur totale de l'intervalle (o, 1). Nous avons vu d’ailleurs que 
les points du segment (0, 1) ne sont pas nécessairement tous. 
enlevés. On peut se demander s’il est possible (les intervalles MN. 
empiétant ou non) que les points du segment (0, 1) soient tous 
enlevés sans que © soit supérieur ou au moins égal à un. La ré- 
ponse est évidemment négative dans le cas où 1l y a un nombre 
lini de segments MN. IL en est encore de mème s’il y a une infi- SE 
nilé dénombrable de segments MN puisque ce cas se ramène au es 
précédent au moyen du théorème de M. Borel (p. 9). Ceci sup- Qu 
pose que l’on enlève seulement de chaque segment MN les points BAT 
intérieurs au sens étroit. Le résultat est encore exact dans LT er 
cas contraire. En effet, on enlèvera bien les points intérieurs. 
à M;N; au sens large, si l’on supprime les points intérieurs au 
sens étroit au segment M;N; qui a même milieu que M;N; et dont 
la longueur est s,— si(1 + A < étant un nombre positif fixe. Or, 
si la série o — co, ++... est convergente et de somme inf 
rieure à uns on peut prendre e assez pelit pour que la série con. 
vergente 5/— 5°, + , +... ait aussi une somme. inférieure à un 
Mais, d’après ce qui précède, les points du segment (0, 1) e 
pourraient être tous enlevés, quand on emploie les segments M; 4 
au sens étroit. À fortiori, il en sera ainsi quand on enlève Ve 
segments M;N; au sens large. FOR 


CPR 


3 
de 


y 


pl 
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En résumé, lorsqu'on enlève du segment (o, 1) tous les points 


intérieurs à une infinité dénombrable d’intervalles M;N; em 
piétant ou non les uns sur les autres et de longueur totale 
C0 + Ga Coytee..e I, 

il reste certainement des points non enlevés sur le segment (o,1). 
On peut dans cet énoncé entendre le mot sntérieur indifféremment 
au sens étroit ou au sens large. 

Donnons un exemple d’un tel ensemble d’intervalles. On ob- 
tiendra certainement tous les nombres rationnels compris entre o 
et 1, dans la suite : 


(S) Z gR rar d et | 


(eu supprimant les fractions non irréductibles, on a là une preuve 
directe que les nombres rationnels forment un ensemble dénom- 


brable). 


Soit 5 le terme de rang £ de cette suite, nous prendrons pour 
L 


intervalle M;N; l'intervalle ( 2: — _ Var =) + On aura : 
| \ gi Had di 


2€ 2€ 2E 2€ 2e 


D nr An Nan ras te! 
ER 0 No ol + 1) 

2€ DR D te AE T1... —9:M, 
15 23 PE 


M étant la somme d’une série convergente. Donc, en prenant 
pour & un nombre déterminé, assez petit pour que 2eM soit infé- 
rieur à un, On aura 6 < 1 et par conséquent en enlevant les inter- 
valles M;N; il restera un ensemble G'de points sur le segment o, 1. 

En modifiant légèrement la construction, on peut obtenir un 
ensemble G parfait. En effet, supprimons d’abord de la suite des 


nombres = les fractions non irréductibles. Puis enlevons successi- 
i 


vement du segment (0,1) les intervalles M;N;, qui correspondent 
chacun maintenant à un seul nombre rationnel et réciproque- 
ment; mais, en arrivant à l'intervalle de rang 1, rapetissons cet 
intervalle de façon qu’il n’ait aucun point commun avec les pré- 
cédents. On aura, à plus forte raison, «1 et il y aura encore 


un ensemble G de points non enlevés. D'ailleurs, cette diminu- 


+ tion des segments M;N; pourra se faire de façon qu'il reste encore 
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une infinité de segments M;N; non nuls. Sans quoi, il y en aurait 
un nombre fini sans points communs n’occupant pas tout le seg- 
ment (0, 1);il resterait donc au moins un intervalle (&, b)de points 


non enlevés. Or ceci est impossible, car dans la suite des £ ôn 


pourrait trouver un terme de rang assez élevé pour être hé ' 
cet intervalle au sens étroit et qui pourrait encore donner lieu 


> 


A 


à un nouveau segment M;N;. 
Si maintenant on enlève les points intérieurs au sens étroit à 
celte infinité dénombrable d’intervalles sans points communs, on 
aura un ensemble parfait G (p. 8) et pourtant G ne sera dense 
dans aucun intervalle partiel (a, b) entre o et 1. Car, étant parfait, 
il contiendrait tous les points de (a, b), ce qui est impossible 
d’après ce qui précède (!). 


M. Cantor a donné un exemple effectif d’un ensemble linéaire 
parfait qui n’est dense dans aucun intervalle entre o et 1. Il utilise 
dans ce but la représentation de l’abscisse dans le système de … 
numération dont la base est 3. Un point compris dans l'intervalle > 
fondamental sera représenté par l'expression o,abcde... où les : 
nombres a, b, c, d,e, ... sont tous 0, 1 ou 2. On peut toujours Fe 
supposer, sauf pour le point o, que les nombres a, b, c, d, e, ... 
ne sont pas tous nuls à partir d un certain rang, Car on peul écrire, 


! 
par exemple, 


o,abcdi — o,abcdo222..., 
o,abcd> = o,abcdi222... 


Cela posé, l’ensemble F sera formé de tous les points dont les 
abscisses o,abcde ... peuvent étre écrites sans employer le » 
chiffre 1, en utilisant, s’il est nécessaire, la remarque précédente. 4 
On obtiendra tous les points de F en enlevant tous les autres. On 
on y arrivera méthodiquement de la manière suivante. SE 

On enlèvera d’abord les nombres dont le premier chiffre apr 
la virgule est 1, puis les nombres dont les premiers chiffres après la 
virgule sont o1 ou 21, et ainsi de suite. On voit que cela revient 
enlever les points intérieurs au sens étroit aux intervalles (o,: 4 


0,2); puis (0.01; 0,02) et (0,21; 0,22); puis (0,001; 0,002), ee 


(:) Bien que nous ne puissions faire ici un historique complet, il est nécesse 


FRE de dire que Paul du Bois-Reymond a beaucoup contribué à élucider ces notio 


À ; 
JS 7 + 
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(0,021; 0,022), (0,201; 0,202), (0,221; 0,222), .... En définitive, 
on voit qu’on enlèvera les points intérieurs au sens étroit à une 
infinité dénombrable d’intervalles sans points communs. Ainsi 
l’ensemble F est parfait; d’ailleurs, il n’est dense dans aucun in- 
tervalle. Car, étant parfait, il devrait contenir tout cet intervalle, 
ce qui est impossible : dans tout système de numération, entre 
deux nombres quelconques. on peut en intercaler un troisième 
dont l’un des chiffres après la virgule soit 1. 

On peut même remarquer que si, avec les notations précé- 
dentes, on appelle mesure de l’ensemble F la quantité 1 — ©, la 
mesure de F est nulle. En effet, les longueurs de nos intervalles 
sont, écrites dans le système de numération ternaire : 0,1; puis 
0,01; 0,01; puis 0,001; 0,001; 0,001; 0,001; .... 


On a donc 
MST 2 2? 23 dre 
ç FAP TMD HR TEE, =, 
d’où 
: 1—T—=0O. 


D'ailleurs, on peut former géométriquement nos intervalles 
d’une façon simple : on divise le segment (0, 1) en trois parties 
égales et l’on supprime la partie moyenne; puis on fait de même 
dans les intervalles restants et ainsi de suite. 

Enfin, notons ce fait paradoxal qu'après avoir enlevé du seg- 


_ ment (o, 1) une infinité de segments dont la longueur totale est 


égale à celle de ce segment, il reste un ensemble de points F qui 
a même puissance que l’ensemble des points de l’intervalle(o, 1). 
En effet, un point quelconque de F a pour abscissea—0o,abcd..., 
où a, b,c,d,... sont tous égaux, soit à o, soit à 2. Faisons corres- 
pondre à un tel nombre «, le nombre «/ obtenu en y remplaçant 2 
par 1 et supposé écrit dans le système binaire. Le nombre 
sera compris entre o et 1 et l'on établira ainsi une correspondance 
univoque et réciproque entre les points « de F et les points a’ 
compris entre o et 1. Il y a une petite difficulté à cause du fait 
que certains nombres peuvent s’écrire de deux manières dans le 
système de base 2; mais leur ensemble est dénombrable (ce sont 
les nombres qui peuvent s’écrire au moyen d’un nombre ini de 
_ chiffres après la virgule) de sorte que la difficulté se lève aisément. 


_ On peut généraliser ce dernier résultat sous la forme suivante : 
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Tuéonème De M. Canton. — Tout ensemble parfait linéaire 
a la puissance du continu. 

Il suffit de prouver le théorème dans le cas où l’ensemble par- 
fait P n’est dense dans aucun intervalle. Car autrement, en sup- 
posant par exemple P entre o et 1, l’ensemble P serait une partie 
de l’ensemble continu (0, 1) et d’autre part une partie de P, dense 
dans un intervalle (a, b), coïnciderait avec l'intervalle (@, b) et 
aurait par conséquent même puissance que (0, 1). P aurait bien 
dans ce cas la puissance du continu (). 

Supposons que P soit un ensemble parfait qui ne soit dense dans 
aucun intervalle. On peut l’obtenir en enlevant (au sens étroit) 
du segment (o, 1) une infinité dénombrable d’'ntervalles partiels 
sans points communs M;N;. Puisque P n’est dense dans aucun 
intervalle, c’est que dans tout intervalle (a, b) il y au moins un 
point n’appartenant pas à P. Donc dans tout intervalle (a, D), 5l 
y a tout ou partie d’un intervalle partiel M;N;; en particulier 


entre M;N; et M;N;, il y a au moins un intervalle entier M4N4.. 


Ceci étant, la méthode de M. Cantor consiste à établir une 
correspondance univoque et réciproque entre tous les seg- 
ments M;N; et tous les nombres rationnels compris entre 0 et 1, 
de manière que deux éléments correspondants soient disposés de 
la même façon. Pour cela, observons qu’on peut obtenir tous les 
segments M;N; une fois et une seule en les rangeant de la façon 
suivante. Prenons un intervalle M,N, quelconque entre o et 1, 
puis un intervalle M,N, quelconque entre o et M,N;i, M;N; 


quelconque entre M,N, et 1, M,N, quelconque entre o et. 


MN: (2), ..., en prenant ainsi un intervalle MN successivement 


entre chacun de ceux qu’on a déjà pris, etc. Si l’on opère de | 6 


même manière pour les nombres rationnels, l’ordre relatif de ces 
nombres rationnels sera bien le même que celui des intervalles MN. 
Mais il est nécessaire de prendre une précaution pour être cer- 
tain d’épuiser tous les nombres rationnels et tous les intervalles. 


Lorsque, ayant pris nr — 1 nombres rationnels, on devra choisis à 


(!) Voir Ex. Bone, Leçons sur la théorie des fonctions, Note I. 
(?) Pour être sûr d'obtenir ainsi tous les segments, il suffit, en les supposant 


- rangés d’uné manière quelconque en suite dénombrable, de prendre chaque fois 


l'intervalle MN qui a le plus petit indice Fe tous ceux entre lesquels on a le 
choix. 


1 
| 


LES 
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le n°, au lieu de le prendre quelconque dans un certain inter- 
U 
ns ) on choisira le nombre rationnel de cet 


valle déterminé ( ? 


intervalle que l’on trouve le premier dans la suite : 
3 
7 


+ 


(S) 


o I ] Er I 2 
Sr.) 42 Xe rh À , x à = | 37 
1 1 2 Her Fu 25 


1 
A 
(ou dans tout autre ordre déterminé des nombres rationnels com- 
pris entre o et 1). Par cette méthode on obtiendra bien chaque 


nombre rationnel une fois et une seule. En effet, d’après la mé- 
thode suivie, chaque point rationnel utilisé n’est pris qu’une seule 


fois. D’autre part, soit . un nombre rationnel (quelconque entre o 


et 1) qui occupe le rang 7 dans la suite (S); il suffit de démontrer 
que si l’on a pris les n —1 précédents au bout d’un nombre fini A 


x 


d'opérations, le n°" sera choisi à son tour. En effet, la valeur 
de à se trouve entre deux des B nombres de la suite (S), qui ont 


élé choisis après À opérations; soient ax et «; ces deux nombres, 
qui correspondent à deux certains intervalles M;N;, M;,N4. 
Soit M,N, celui des intervalles compris entre ceux-ci qui a le 
plus petit indice. Le nombre rationnel qui correspond à M,N, est 
celui des nombres rationnels compris entre 44, 4; que l’on trouve 


le premier dans la suite (S). C'est nécessairement 5 qui devra 
donc être pris à la riè"e opération. 
- Maintenant, faisons correspondre à un nombre rationnel 


quelconque . l'extrémité droite M, de l'intervalle correspon- 


dant M,N,. La disposition des points M, est la même que celle 


_des points 2. Par suite, si M, tend de façon quelconque vers un 
% q 


point » du segment (0, 1), . tend vers un point déterminé $ du 
segment (o, 1) et réciproquement. Je dis que la correspondance 
entre les points M, et L m et $ est une correspondance univoque 


LL " : 
et réciproque entre les points de P (sauf les points N) et l’en- 


semble continu formé par les points du segment (o, 1). Il suffit 
. évidemment de montrer : 1° que tout point de P qui n’est pas un 
_ point Nest un point M, ou un point m, ce qui a été établi page 8; 
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CS 


2° que tout point entre o et 1 est un point ; ou f, ce qui est 


évident. 

Donc P a la puissance du continu. On aurait pu donner de ce fait 
une démonstration plus courte, mais la méthode précédente (due 
à M. Cantor) a l'avantage de fournir une correspondance effective 
remarquable entre les points de P (sauf les points N, dont l’en- 
semble est dénombrable) et les points de (0, 1). 


Ensembles mesurables. 


Nous avons eu déjà l’occasion (p. 13) de parler de la mesure 
d'un ensemble linéaire. On peut généraliser cette notion de plu- 
sieurs manières (!). Cette extension est toute naturelle lorsque l'on 
considère un ensemble E formé des points d’une infinité d’inter- 
valles sans points communs deux à deux et situés entre o et 1. On 
a vu que ces intervalles sont en infinité nécessairement dénom- 
brable et que la somme : 


ET em 


de leurs longueurs est déterminée et au plus égale à 1. Ce sera la 
mesure de E; et la longueur 1 — s (qui peut être nulle) sera la 
mesure de l’ensemble complémentaire C(E). 

Nous obtenons ainsi deux classes d’ensembles que nous pour- 
rons appeler mesurables. On pourra en ajouter d’autres par les 
conventions suivantes. Si l’on a un ensemble dénombrable En 
d’ensembles mesurables E; sans points communs deux à deux, 
la mesure de E sera la somme des mesures des ensembles E;. Si … 
un ensemble mesurable E, est compris dans un ensemble me= ‘a 


rence (a — 52) de pete mesures respectives 4, C2. 
On s'assure facilement (3 que la mesure ainsi définie est mn 


nombre déterminé qui n’est jamais négatif, de sorte qu'on n'est. 


=“ L fe Wir” 
ALT en ot ot eee PT AUS RS NT NUE OL ES e 


(1) La définition donnée dans le texte a déjà été exposée par M. Borel dans les 
Leçons sur la théorie des fonctions (p. 46). Elle a été généralisée par M. Lebesgue , 
dans sa Thèse. On verra, dans ces deux Ouvrages, comment on est amené logi- LS 
quement à la définition de la mesure. LU | Z 

(2) Voir par exemple LEBESGUE, Annali di Matematica, 1902, p. 238. pu 


} 
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jamais conduit à des contradictions. Lorsque les définitions pré- 
cédentes pourront s'appliquer à un ensemble E, nous dirons que 
cet ensemble est mesurable. Ainsi un ensemble qui comprend 
un seul point est mesurable et sa mesure est nulle; car l’ensemble 
complémentaire est évidemment composé d’intervalles sans points 
communs dont la longueur totale est égale à 1. Il en résulte qu’un 
ensemble dénombrable est mesurable et que sa mesure est nulle. 
D'autre part, un ensemble parfait est évidemment mesurable, 
puisque l’ensemble complémentaire est formé d’intervalles sans 
points communs. Or, un ensemble fermé F est la somme d’un 
ensemble dénombrable D et d’un ensemble parfait P. Donc F est 
mesurable et sa mesure est celle de P. 

Plus généralement, un ensemble dénombrable E d’ensembles 


. parfaits sera mesurable. Il en est ainsi, même lorsque ces en- 


sembles parfaits ont des points communs. Car on obtient chacun 
d'eux en enlevant du segment (0, 1) une infinité dénombrable 
d’intervalles sans points communs. Par conséquent, on obtiendra 
l’ensemble total en enlevant de la droite une infinité dénombrable 
d'intervalles qu’on peut supposer sans parties communes, mais 
qui auront peut-être deux à deux une extrémité commune. Si l’on 
enlevait aussi ces extrémités communes, on aurait un ensemble 
mesurable E,. L'ensemble E est donc mesurable, puisqu'il est la 
somme de l’ensemble E, et de l’ensemble des extrémités communes, 
lequel est nécessairement dénombrable. \ 


Désignons en général par (E;+E,+...) l’ensemble des 
points qui appartiennent à l’un des ensembles E,, E:, ..., et 


par (E,, E:, ...) l’ensemble des points qui appartiennent à la 


fois à chacun des ensembles E,, E:, .... 

_ Si les ensembles E,, E:, ... sont mesurables, les deux 
ensembles (E,+E+...), (E,, E:,...) sont aussi mesu- 
rables (*). Or, on peut remarquer que tous les ensembles que 
nous pourrons effectivement (2?) former seront obtenus chacun en 
effectuant un nombre fini de fois, sur des ensembles, sommes d’in- 
tervalles, ou sur leurs complémentaires, les opérations repré- 
sentées par les symboles (E,+E,+...), (Es, E2, ...). Par 


() Voir par exemple LEBESQUE, Loc. cit., p. 239, 240. 
(?) Ces ensembles sont dits mesurables B. 


É 4 E: B, À 2 
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suite, ils seront tous mesurables. Pour préciser cela, nous exami- 
5erons un cas particulier. 

Appelons ensemble limite complet des ensembles E,, E;, ... 
l’ensemble E formé des points qui appartiennent à une infinité 
d’entre eux. Appelons aussi ensemble limite restreint des 
ensembles E,, ... l’ensemble R formé des points tels que, pour 
chacun d’eux, on puisse déterminer nr de façon que ce point 
appartienne à E,, E,,,, .... On voit que l’ensemble R est con- 
tenu dans l’ensemble E; mais il ne lui est pas identique, en 
général. di 

On peut observer que l’ensemble limite complet E des 
ensembles E,, E,, ... est le complémentaire de l’ensemble limite 
restreint des complémentaires c(E,), c(E,), ... des ensembles 
donnés et de même en interverlissant les mots complet et res- 
treint. 

Je dis que, si les ensembles E,, E,, ... sont mesurables, ilen 
est de même des ensembles limites E, R. En effet, si l’on pose 
en = (En, En: +); on voit que l’on'a 

R=(e tes test.) | é < 

Par suite R est mesurable. Mais alors l’ensemble limite res- 
treint des ensembles c(E,), c(E2) ..., qui sont mesurables, sera 
mesurable. Donc le complémentaire E sera mesurable. 


Nous allons même montrer qu’on peut avoir un renseignement ; te E 
sur la mesure de E (ou de R), même lorsqu'on ne connaît ques | 
les mesures des E;. ve ! de 

Pour cela, faisons d’abord remarquer que si chacun dés "A w" 
ensembles E; était mesurable et contenu dans le précédent, la à 
mesure de E serait la limite des mesures des ensembles E;. En 


effet, l’ensemble c(E) est évidemment de la forme - 
c(E)={c(E1)+[E, c(E:)]+2..-+[En, C(Enm)]+. | ÿ 


par suite la mesure de c(E) sera la somme de leurs mesures. 
Donc, en appelant & la mesure de E, 5; la mesure de E;,ona 
I—6G— (L— 5) + (oi — 52) ++ (on — Gap) ce F7 PRET 
D'où 5 ee 


\ os = limite o,.. 


+ n= 


lo 
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Supposons maintenant que parmi les ensembles E; il en existe 
une infinité qui soient mesurables et tels que la mesure 5; de 
chacun d’eux, F;; reste supérieure ou égale à un nombre positif 
fixe . Dans ces conditions, je dis que l’ensemble limite complet E 
contient un ensemble mesurable F dont la mesure n’est pas infé- 
rieure à Æ. 
En effet, je vais d'abord montrer qu'étant donné €& (nombre 
positif plus petit que k), on peut former un ensemble mesu 
rable G,, de mesure supérieure ou égale à Æ, tel que (G,, F;) 


ait une mesure supérieure ou égale à 4 — : quel que soit £. 

Si l’ensemble F, ne peut pas être pris pour ensemble G,, il ÿ a | 

un ensemble F; , tel que : mes.(F,, F;)< 4 — 2. Or on a 
[Fu cCF)]+ CE, F)= Fi. 


Les deuxpremiers ensembles étant sans points communs, on aura 


1 


mes.[F, c(F; )]=mes.F;— mes.(F;,F;)2 


‘ 


Le 


Alors, posons 
IF c(F)]+F,=(Fi+rF;,). 
L'ensemble F} sera mesurable, sa mesure étant supérieure ou 
égale à & + =: Opérons sur F} comme sur F, : ou bien F° répond 
à la question, ou bien on formera un ensemble F° dont la mesure 
le , x € € . ° s ë 
sera supérieure ou égale à (4 + =) + 5 el ainsi de suite; si 
aucun des ensembles formés au bout de p opérations ne satisfait 
aux conditions, le dernier pe sera mesurable et sa mesure sera 
supérieure ou égale à £+p 4 Or, lorsque p devient suffisam- 
ment grand, k+p 7 arrive à surpasser 1, ce qui est impossible. On 
trouvera donc l’ensemble cherché G; au bout d’un nombre limité 
‘ d'opérations. D'ailleurs G, est évidemment formé de points tous 
contenus dans l’un au moins des ensembles F,, F,, .... Mais les 
ensembles G, = (Gi, F,,)sont mesurables et leurs mesures sont 
vers : à € : 

supérieures où égales à # — ; Par conséquent, on pourra, 

1 


_ d’après ce qui précède, former un ensemble mesurable G; dont la 


Le 


à - 
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° ue = € 
mesure n’est pas inférieure à 4 — ; et tel que les mesures des 
; ns , € £ 
ensembles (G2, G,,) soient supérieures ou égales à 4 — RE à 


D'ailleurs, les points de G; seront tous contenus dans l’un des 
ensembles (G,, F>), (Gi, F3) ..., c’est-à-dire dans l’un des 
ensembles F,, ...,F,, ...:; ils sont tous aussi dans G.. 

Opérant sur les ensembles G —(G2, G,,») comme sur les 
ensembles (G;,, F»,,), on obtiendra un ensemble G; contenu 


dans G: et dontles points appartiennent à F;,F,,.... De plus G;, 


: Le A € € - 
est mesurable, sa mesure n’est pas inférieure à £ — - — = et les 
+) j 4 


ensembles (G:, G) ont leurs mesures supérieures ou égales 


€ £ 
à 4 — = SR el ainsi de suite; on aura dés ensembles G,, 


G2, G3, +.., Gr, -.. mesurables, chacun compris dans le précé- 
dent, et dont les mesures sont supérieures à À — e. D’après ce que 
nous avons vu, leur ensemble limite G est mesurable et sa mesure, 
limite de la mesure de G,, sera supérieure ou égale à Æ —s. 
D'ailleurs, un point À de G appartient à tous les ensembles G,, 
c'est donc un point de l’un des ensembles F,, F,,F,, ....1l ne 
peut appartenir seulement à un nombre fini de ces ensembles : 
Fm - ++ Pre Car, si N'est le plus grand des nombres m,,..., my, 
comme G est contenu dans G%,,, ses points appartiennent tous 
à l’un des ensembles FK,;, Fx,2, .... Donc À appartiendrait à 
d’autres ensembles que F»,, ..., F,: Par conséquent, tout point APN PE 
de G est un point de E- PAPE" 2 
Prenons maintenant des nombres &,, €:, ..., en, ..., tendant 
vers zéro; soient G(e,), G(ez), +.., G(en), +.., les ensembles 
qui se déduisent de ces nombres comme nous avons déduit G de E° 


nous prendrons 


F=[G(a)+ G(e) +...+ G(en) +...]. 


4 L'ensemble F ainsi défini est contenu dans E et a une mesure 
au moins égale à #. 

On pourrait définir F d’une manièré plus simple, mais ‘mettant, 

moins en évidence sa construction : parmi les ensembles E;, les Fi 
sont mesurables et de mesure Zk; posons | ‘té PAS 


H;,= F, + Fit Lu 
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et soit H l’ensemble des points communs à tous les H, ; comme H, 
est contenu dans H,_, et de mesure au moins égale à k, H est de 
mesure au moins égale à #. Or E contient H; le théorème est donc 


démontré. 


De cette démonstration il résulte que, st les ensembles E; sont 
mesurables et s’il y en a une infinité de mesure supérieure ou 
égale à k, l’ensemble limite complet E (qui est mesurable) a 
une mesure supérieure ou égale à k. 

Appliquons ce résultat aux ensembles c(E;); en tenant compte 
de ce que leur ensemble limite complet est c(R), on arrive au 
résultat suivant : si les ensembles E; sont mesurables et s'il y en 
a une infinité dont les mesures sotent inférieures ou égales à h. 
l’ensemble limite restreint R (que est mesurable) a une mesure 
inférieure ou égale à h. Ce résultat est d’ailleurs très aisé à 
démontrer directement. 

Pour tirer de ces propositions tout ce qu'elles peuvent faire 
connaître sur la mesure de E et R, il suffit d'introduire la plus 
grande et la plus petite des limites (L et !) des mesures o; des 
ensembles E;. Oa pourra prendre pour valeurs des nombres k et, 
dans les énoncés précédents, les quantités L — & et {4e où € est 
un nombre positif aussi petit que l’on veut. Par suite, on peut 
dire que la mesure de E est supérieure ou égale à l'et que la 
mesure de R est inférieure ou égale à L. 

En particulier, les ensembles E, R ne peuvent coïncider que 
si les mesures o; des énsembles E; tendent vers une limite déter- 
minée qui sera la mesure commune de E et de R. 


dr Ensembles de première catégorie. 


M. Baire appelle ensemble de première catégorie (\) tout en- 
semble dénombrable E d’ensembles E,, E;, ... qui ne sont 
denses dans aucun intervalle entre o et 1. 

Un point appartiendra à l’ensemble E s’il appartient à l’un des 
ensembles E,, E;, .... Si les ensembles E,, E;, ... ont des 
points communs, ceux-ci ne seront comptés qu'une fois dans E. 
D'ailleurs, on peut supposer que E,, E;, ... soient sans points 


(1) ef; Hogsow, The theory of fonctions of a real variable (Cambridge, t. 1, 


M 
L 
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communs. En effet, soit E, l'ensemble des points de E, qui ne 
sont pas dans E,, soit E} l’ensemble des points de E, qui se sont 
ni dans E,, ni dans E,, .... L'ensemble E,+E, +E, +... 
l’ensemble E contiennent les mêmes points, chacun une fois. Et 
les ensembles E,, E',, ..., seront a fortiori non denses dans tout 
intervalle s’il en est ainsi pour E:, Es, .. 

Soit C(E) l’ensemble complémentaire de E, c’est-à-dire l’en- 
semble des points du segment (0,1) qui ne figurent pas dans E. 
L'ensemble c(E) est dense entre o et 1; c’est-à-dire que, dans un 
intervalle (a, b) quelconque, il ÿ a des points qui n’appartiennent 
pas à E. En effet, dans (4, b), on peut trouver un intervalle (a,, b;) 
où il n’y ait aucun point de E, puisque E, n’est dense nulle part; 
de même, on peul trouver dans (a,, b,) un intervalle (@:, b;) où 
il n’y ait aucun point de F,, .... Comme on peut prendre &, b,, 
a203, ... aussi petits que l’on veut, on voit qu’on aura une suite 
d’intervalles 4,b, emboîtés les uns dans les autres qui tendront 
vers un point &. Îl y a donc bien dans (a; b) un point & qui n’ap- 
partient pas à E, sans quoi & appartiendrait, par exemple, à l’en- 
semble E,, ce qui est impossible puisqu'il est dans ab}... 

Un ensemble dénombrable d’ensembles de première catégorie 
EU), ..., Et, .., est encore de première catégorie. Car si 
EM=EP+<S LE +..., l’ensemble des ensembles EE? sera 
un ensemble Héonabrable d’ensembles Ef” qui ne sont dise dans 
aucun intervalle. CR 


Tout ensemble qui n’est pas de première catégorie sera, par 


définition, de seconde catégorie; un tel ensemble, nécessaire= … 


ment, sera dense dans au moins un intervalle partiel entre et 1: 
Par exemple, l’ensemble des points de (o, 1) est de seconde 
catégorie puisque, dans un intervalle partiel, tous les points de : 
cet intervalle appartiennent à l’ensemble. Il en résulte que si ur. 
ensemble quelconque E est de première catégorie, l’ensemble. 
complémentaire c(E) est de seconde catégorie, sans quoi la. 
somme de ces deux. ensembles [c'est-à-dire l'intervalle (o, 1 1] 

serait de première catégorie. LE 
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Oscillation en un point. — Nous nous bornerons d’abord au 
cas d’une fonction uniforme d’une variable réelle f(x) définie 
dans un intervalle pour lequel nous pourrons prendre le seg- 
ment (0, 1). 

Soit £ un point compris dans l'intervalle partiel(x — h,r+h). 
L'ensemble des valeurs /(£) a toujours une limite supérieure 
M(x, h) s’il existe un nombre fixe B tel que l’on ait toujours 
f(È) < B. S'il n'existe pas un tel nombre B, nous dirons encore 
que /(£) a une limite supérieure M(x, h)— +. De même, 
f(£) a, dans tous les cas, une limite inférieure m(x, h) qui est la 
limite supérieure de — f(£). Observons que les limites supérieure 
et inférieure de f(£) peuvent ne pas être atteintes: en particulier, 
il peut arriver que /(E) soit toujours fini et que M soit infini. Tel 
serait le cas pour la fonction f(x) qui est égale à g lorsque x est 


égal à la fraction irréductible : et qui est nulle quand x est 


incommensurable. 

On appellera oscéllation dans l'intervalle (x — h, x + Ah) la 
quantité w(x, h)—M(x,h)—mi(x,h). 

Considérons maintenant les limites supérieure et inférieure 
de f(x) dans un intervalle (x — h/, x + h') plus petit que le pré- 
cédent; soient M(x, k’), m(x, h'). On a M(x, #)SM{(x, h) 
puisque les valeurs que prend f(x) dans l'intervalle æ — ’, 
z + h! sont des valeurs de f(x) dans l'intervalle x — L, x +. 
De même m(x,h')=2m(x, h). 

- Si donc on fait décroître le nombre positif À, on voit que 
M(x, h) décroîtra constamment ou du moins ne croîtra pas et 
inversement pour m(x, h). D'ailleurs M(x, A) reste manileste- 


_ ment supérieur ou égal à f(x)etm(x, h) inférieur ou égal à f(x). 


1 
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Ces deux quantités ont donc respectivement des limites M(x) 
et m(zx) lorsque k tend vers zéro de façon quelconque et l’on a 


m(æ)£J(æ) SM(æ). é 


Les deux quantités M(x) et m(x) qui sont bien déterminées en 


chaque, point x de l’intervalle o,1 sont appelées le maximum et. ir S 
le minimum de la fonction f(x) au point x. WU peut d’ailleurs ie 
arriver que leurs valeurs soient infinies. On doit remarquer que 
les mots de maximum et de minimum ne sont pas employés 
ici dans leur sens ordinaire. Nous définirons aussi l’oscillation 


de f(x) au point x, ce sera la quantité 2% RE 


| w(z)=M(xz)— m(x) (2e 


qui est toujours positive ou nulle (! ). 


soit continue en un point x est que son So la en ce P ] 
soit nulle. 40 


Par définition, la fonction f(x) sera continue en x si, q u 


s ue soit la quantilé positive €, on peut roues un inte 
4 ee — h, x + h) tel que l’on ait TRS TE 
DE) I ‘ ' ï 
# | fæ)—e< JE) <f(æ)+e, 
‘#1 lorsque Ë est quelconque dans cet intervalle. 
S'il en est ainsi, on aura nécessairement 


M(z, AS ftæ)+e, 
CÉREUQSCE 


w(z, #)S 2e. 


D'ailleurs w(x, h) ne croît pas Mere h d cro tet 
est w(x). Donc w(x) est inférieur ou égal à un nombre p 
qui est aussi pelil que l’on veut et, par suite, w(x) est mt 
_ Réciproquement, si ie 0; Ne aura 


4 * à: fi 


nai ions de pis” raribless 


A. 
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Or on peut trouver un nombre À tel que l’on ait 
M(x, h)—M(x)<e, 
m(æ)— m(x, h)<e. 


Si E est compris entre x — h et x + h, on aura 

mx, h)£f(&)SM(x, h), 

d’où 
f(æ)—e<f(E) <f(x)+e. 

Ainsi, lorsqu'une fonction f(x) est discontinue en un point x, 

l'oscillation est sûrement positive en ce point. Nous pourrons 

dire que la valeur de l’oscillation en un point est la mesure de 


- la discontinuité en ce point. On peut alors compléter ainsi la 


proposition précédente : 


La condition nécessaire et suffisante pour que la mesure de 
la discontinuité en un point x soit supérieure ou égale à un 
nombre b ( positif ou nul) est que l’on puisse faire corres- 
pondre, à tout nombre positif e, un nombre h tel que l’on ait 


pour (n| < |A 
KE) — JS) > Bb —e, 


E, et &2 étant deux certains points de l’intervalle (x —n, x +). 
En effet, si celte condition est remplie, on a 
w(z, r)= Man) me, n)21f(E) —f(R)1> 6 —e. 
Lorsqu'on fera tendre n vers zéro, on aura 
w(x) > db —:, 


quel que soit & et, par conséquent, w(x)Zb. 

Réciproquement, si w(æ)Zb, on peut trouver un nombre x 
tel que 

: w(x, h)> b — + 


€ étant un nombre positif donné. Or, on peut déterminer deux 
nombres &,, &, dans l'intervalle (x — h, x + h), tels que 


SE) > Me hr —J()> me, h)— à 
D'où 


)—/) > 0, TR >6—e 
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Il résulte presque immédiatement de, notre proposition que 
l’ensemble E des points où la mesure de la discontinuité 
de f(x) n'est pas inférieure à b(b => 0) est un ensemble fermé. 

En effet, soit z, un point limite, s’il en existe, de points & où 
l’on ait w(4)2 db. On peut, dans tout intervalle (4; —n, « +), 
trouver une infinité de points x; considérons un de ces points æ 
distinct des extrémités de l'intervalle. Étant donné le nombre 
positif s, on peut trouver un intervalle (x = n!, « + n/) assez petit »! 
pour être compris dans le premier et dans lequel il existe deux: 
points &,, 2 tels que 


[fCE1) —F(Es) > b —s. 


Comme £, et £, sont compris dans l'intervalle (4, — n, & + n) et 
qu'on peut prendre ñ aussi pelit que l’on veut, on aura w(a,)2b 
d’après le théorème précédent et par conséquent x, est lui-même 
un point x. 

Bien entendu, il peut arriver qu’il n’y ait pas de points limites 
de points z el dans ce cas E ne contiendra qu’un nombre ne. (ou 
même nul) de ROUE œ. 


Fonctions ponctuellement discontinues. — On dit qu'une 
fonction f(x) est ponctuellement discontinue entre o et 1, si l’en= 
semble de ses points de discontinuités ne contient aucun inter- 
valle. C'est-à-dire que, dans tout intervalle (a, b) compris entre o 
et 1, on peut trouver un point où la fonction est continue. Sora 
l’ensemble des points où l’oscillation de f(x) est supérieure ou 


» x I . . RQ € # 
égale à = L'ensemble E des discontinuités de f(x) est formé de 


tous les points qui figurent dans l’un au moins dés ensembles E 
L'ensemble E, est un ensemble fermé, qui ne contient aucun … 
intervalle puisqu'il est contenu dans E; donc il n’est dense dans | 
aucun intervalle entre o et 1. Il en résulte que E est un ensemble | 
de première catégorie. On sait même quelque chose de plus sur pa 
cet ensemble, car les ensembles E, sont fermés. 

Cartons maintenant un ensemble dénombrable de fonc-. g 
tions ponctuellement discontinues entre 0.el 1: f1, ARS FR 


dans tout intervalle (a, b) entre o et 1, ily a des points où. 
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toutes ces fonctions sont continues (!). En effet, l’ensemble des 
points de discontinuité pour l’une des fonctions f,, ..., fn, ... 
est l’ensemble dénombrable des ensembles de discontinuité de 
chacune de ces fonctions. Chacun d’eux étant de première caté- 
gorie, il en est de même de l’ensemble total (p. 22), ce qui dé- 
montre la proposition. 


Continuité uniforme. — On dit que f(x) est uniformément 
continue dans un intervalle &, db, si l’on peut faire correspondre à 
tout nombre positifs un nombre positif 2 tel que l'inégalité 


lË1— El < h 


entraîne, pour deux points quelconques &,, &, de l'intervalle («, b), 
l'inégalité : 
IPCE1) — Se) < €: 

On voit d’abord que ceci ne peut avoir lieu que si f(x) est con- 
tinue en tout point de l'intervalle a, b. 

Réciproquement, si f(x.) est continue en tout point de l’inter- 
valle (a, b), extrémités comprises, f(x) est uniformément con- 
ünue entre a et b. La restriction relative aux extrémités est essen- 


. . . . [ . , 
tielle ; ainsi, sin— esl continu pour Loules les valeurs de z comprises 


a Ve "1 ° , 
entre o et 1 sauf à l'extrémité x — 0; sin— n’est pas uniformément 


continu entre o et1. | 
On connaît la démonstration classique du théorème que nous 
venons d’énoncer; M. Baire en a généralisé l'énoncé. 


_ Tuéonème De M. Baime. — Sz, dans un intervalle (a, b), on 
a : w(æ)£b, on peut faire correspondre à tout nombre positif e 
un nombre positif n, tel que l'inégalité |E, — E:|<'n entraine 
pour deux points quelconques &,, &, de l'intervalle (a, b), l’iné- 
galité : 

LF(E1) —J(e2)1 < db +e. 


En effet, si x est un point de l'intervalle (&, b), on peut former 


488 (:) Ce théorème a été d’abord démontré par M. Volterra dans le cas d’un 
_ nombre fini de fonctions f,...., f,. 
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un intervalle (x — h,x + h) dans lequel on aura : 
w(x, À) — w(r) Le, 
ou 
M(x,h)—m(x,h)<b+e, 
et alors E,, 2 étant deux points quelconques de cet intervalle, on 
aura : 
ICE) —Sf(R:)ISM(x, h)— mx, h) <b+e. 

Ainsi, à tout point x de l’intervalle (a, b) on peut faire corres- 
pondre un intervalle MN (x — hk, x + h) dans lequel l'inégalité 
précédente est vérifiée, et qui contient x à son intérieur au sens 
étroit. Donc, d’après le théorème (p. 9), on peut trouver un 
nombre fini de ces intervalles M,N,, ..., M,N,, tels que tout 
point de (0, 1) soit au moins dans l’un d’eux au sens étroit. 

Ceci étant, si l’on marque les extrémités de ces segments, ils 
partagent la droite en un nombre fini d’intervalles 48 dont la 
longueur minimum est un certain nombre positif n. Si deux 
points Ë,,Ë; du segment (0, 1) sont séparés par une distance infé- 
rieure à n, ils sont dans le même intervalle 48 ou dans deux 
intervalles 48 contigus; donc ils sont dans le même intervalle M;N; 
et l'inégalité est bien vérifiée. 


Nombres dérivés. 


Paul du Bois-Reymond et Dini ont étendu la notion de dérivée 


d’une fonction au cas d’une fonction continue quelconque. Con- 


sidérons la quantité 


MS SE hf) 


où À est une quantité petite et différente de zéro. L'expres- 


sion w(x, h) est bien déterminée pour x fixe et À compris entre. 0 3 
et n, soient L(x,n), {(x, n) les limites supérieure et inférieure 


des valeurs de o(x, h). En supposant par exemple n positif, nous. 
dirons que æ + n est à droite de x et nous appellerons nombres 
dérivés à droite de x par excès et par défaut les quantités : 


Aÿf(æ)=limiteL(x,n) 
n=0 

Ar f(x) = limite/(æ, r) 
LEA 
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En supposant que n tende vers o par valeurs constamment posi- 
tives et non nulles. Les quantités L et / auront bien chacune une 
limite (d’ailleurs finie ou non); car, lorsque n décroit, il en est 
manifestement de même de L et de > et l’on a toujours L >. 

On définira de même les dérivées de gauche AZf(x) en suppo- 
sant que n reste négatif. La condition nécessaire et suffisante pour 

u’une fonction soit dérivable en x est évidemment que les quatre 
nombres dérivés soient égaux en ce point. On obtiendrait une 
classe plus étendue de fonctions en imposant la condition que les 
quatre nombres dérivés soient finis. Cette condition s’est intro- 
duite naturellement, indépendamment de la notion de nombre 
dérivé, dans la théorie des équations différentielles. C’est la con- 
dition dite de Lipschitz à laquelle on donne habituellement la 
forme (!) 

; MORRACHEMIEET AP 

La considération des nombres dérivés permet de généraliser 
certaines propriétés des fonctions dérivables. Par exemple, la 
condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions con- 
tinues quelconques ne différent que par une constante est que 
leurs nombres dérivés correspondants (supposés finis) soient 
égaux. Nous renverrons pour plus de détails au livre de M. Le- 
besgue (loc. cit.). 


Intégrale. 


Considérons une fonction f(x) quelconque, définie entre o et 1. 
E b 
Riemann a donné la définition suivante de l'intégrale sf f(x) dx. 


a 
Bornons-nous au cas où a b et divisons l'intervalle a, b en 
intervalles partiels séparés par les points (rangés dans l’ordre 
croissant de leurs abscisses), 


To — €, Lis es Zn, Æn = b, 


et soient M;, m; les limites supérieures et inférieures de f(x) 


(:) Cette condition entraîne d’ailleurs l'existence presque partout de la dérivée, 
c’est-à-dire que les points où la fonction n’admet pas de dérivée forment un 
ensemble de mesure nulle. C’est là un théorèrne fondamental dù à M. Lebesgue 
qui s'applique aux fonctions à variation bornée, c'est-à-dire telles que la plus 
petite limite des longueursdes lignes polygonalestendant verslacourbe y = f(æ)soit 
finie (cf. les Leçons sur l'intégration, de M. Lesbesgue, p. 128: Gauthier-Villars, 
éditeur). Pour une démonstration indépendante de la théorie de l'intégration, 
voir L. ToNELLI, Fundamenti di Calcolo delle Variazioni (Bologne, Zanichelli, 


_t. I, p. 49 à 56). 
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dans l'intervalle (x;_1, x;). Nous supposerons que la fonction est 
bornée entre a et b, c’est-à-dire reste comprise entre deux nombres 
finis M et m. Alors les nombres M;, m; sont finis et il en est de 
même des deux som mes 


S = Mi(ri— to) +... + Ma(tn— tn), 


S = M(Li— Lo) +... + Mn(Xn— Tn—1) 


qui sont comprises entre M(b — «) et m(b— a). 

M. Darboux a démontré (') que ces deux sommes ont chacune 
une limite bien déterminée lorsque l'étendue de l'intervalle partiel 
maximum tend vers zéro. On pose 


limS = f fteyde, 
sue 


b 
lims — [ (a) dr. 


La première est l’intégrale supérieure, la seconde 
inférieure. 

Par définition, la foncuon f(x) sera intégrable de & à b au sens 
de Riemann ns intégrable (R)] si ces deux quantités sont égales 


et leur valeur commune sera la valeur de l'intégrale fr f(x) da. 213 


Il est d’ailleurs évident que, si la fonction f(x) est continue 

de a à b, elle sera intégrable au sens de Riemann. Car on 

pourra trouver un Hnbre à tel que, si z' et x” sont (entre a et b) 

dans un intervalle quelconque plus petit que à, on ait 
SC) — fa") < 6. LI SRESEES 

Alors, en prenant les intérvalles partiels plus petits que à, onaura ÿ 

S—s—(M—m)(2i — to) +...+(Mh — Mn)(&n — nn) <e(b—a) 


Et par conséquent, comme € est aussi | petit que l’on veut, la limite & FR 
de S — s est nulle. RM à 

Il existe des fonctions qui sont intéprables (R) sans être con 
tinues : telle est, par exemple, la fonction égale à o entre o et$et 
égale à r entre À et 1. Mais toutes les fonctions ne sont pas inté= 
grables (R). Il est nécessaire et suffisant, pour qu’une fonction le 
soit, que la quantité (S — s) tende vers zéro lorsque les longueurs SH 
des intervalles partiels tendent vers zéro. x 15 By 


Lu 


() Darsoux, Mémoire sur Les fonctions discontinues (Annales à de L'École 
Normale, 1875), , 34 


É 
f» 


Lt 


L 
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Il en résulte que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu’une fonction bornée f(x) soit intégrable (R) est que la lon- 
gueur totale s des intervalles sans parties communes, tels que 
dans chacun d’eux l’oscillation totale soit supérieure ou égale 
à un nombre positif arbitraire e, tende vers séro lorsque, & res- 
tant fixe, les longueurs de chaque intervalle tendent vers 
zéro. En effet, quel que soit le mode de division, on aura S — 52e. 
Donc 5 tend vers zéro si la fonction est intégrable (R). Récipro- 
quement, remarquons que, dans chaque intervalle, l’oscillation est 


plus petite que M — rm». D'où 
S—s£(M—m)s+e(i1—5)<(M—-m)s +e, 


et, lorsque les longueurs des divisions tendent vers zéro, on peut 
prendre e, puis d'aussi petits que l’on veut, par conséquent (S — s) 
tend vers zéro. 

Remarquons que si l’oscéllation en un point est supérieure ou 
égale à e, l’oscéllation dans un intervalle quelconque contenant 
ce point sera aussi supérieure ou égale à e. Donc, l’ensemble E/ 
des points où l’oscillation est supérieure ou égale à e est contenu 
dans l’ensemble E des points des intervalles où l’oscillation est 
supérieure ou égale à e, et ceci dans un mode de division quelconque 
de l’intervalle fondamental (les points de division seuls pourraient 
avoir une oscillation supérieure à €, il n’en résulte pas de diffi- 
culté). - 

D'ailleurs l’ensemble E! est fermé (p. 26) et par suite mesu- 
rable. Dès lors, si la fonction est intégrable (R), la mesure 0! de E’ 
(inférieure àla mesure d de E qui peut être rendue aussi petite 
que l’on veut) sera nulle. En particulier, l’ensemble des discon- 
tinuités f(x) (qui est la somme d’une infinité dénombrable 
d’ensembles tels que E’) sera de mesure nulle. La réciproque est 
vraie; voir Lebesgue (loc. cit.), pages 29 et 109. 


Généralisation de M. Lebesgue. — Pour obtenir l'intégrale 
de Riemann, on commence par diviser l'intervalle d'intégration 
en intervalles partiels et l’on multiplie la longueur de chacun 
d'eux par une ordonnée correspondante. M. Lebesgue suit une 


marche inverse; il commence par établir des divisions dans l’in- 


EL 


# | 
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tervalle de variation (m, M) de f(x), 
Fo) a an M. 


Si la fonction ne décroissait jamais de a à b, les points pour 
lesquels on a 
Ji <F(x) < Yi 


seraient dans un seul intervalle de longueur e;. Ceux pour lesquels 
on a 


f(x) = Yi 


seraient dans un intervalle de longueur e; (les quantités e;, e; 
peuvent être nulles). Alors l'intégrale de Riemann serait évidem- 


ment la limite des quantités 
in i=n 

©) S=Searit der 
1 i=0 
In Inn 


(2) Sn D pin + éiyi 


Ent i=0 


C’est cette limite que nous prendrons encore comme valeur de 
l'intégrale (L) (intégrale de M. Lebesgue) pour une catégorie de 
fonctions beaucoup plus étendue, en généralisant la signification 
des quantités e;, e;. 

Pour cela, considérons une fonction f(x) définie pour tous les 
points d’un ensemble mesurable E et bornée (1). Nous dirons 
qu’elle est intégrable (L) dans l’ensemble E, si l’ensemble F 


des points de E tels que 
A < f(x) <B 


est mesurable quels que soient A et Bet s'il en est de même de 
l’ensemble G des points de E tels que 


f(x) = A 


quel que soit A (?). En particulier, l’ensemble E peut être un inter- 


(1) Dans tout ce qui suit nous n'avons considéré, pour plus de simplicité, que 
des fonctions bornées. Les résultats que nous démontrerons peuvent étre étendus 
à certaines fonctions non bornées [voir LeBesaue, Annali di Matematica, 1902, 
p. 259, et Sur l'intégration des fonctions discontinues (Annales de l’École 
Normale, 1. 217, 1g10)]. Ces fonctions sont dites sommables, M. DEN3OY a depuis 
donné, sous le nom de totalisation, une théorie de l’intégration des fonctions non 
sommables | cf. : A. DEnox, Sur les nombres dérivés des fonctions continues 
(Journal de Mathématiques pures et appliquées, 7° série, t. 1, 1915); Sur les 
fonctions dérivées sommables (Bulletin de la Société mathématique de 
France, t, XLIII, 1915): Sur la totalisation des nombres dérivés non som= 
mables (Annales de l'École Normale supérieure, t. 33 et 34. 1916 et 1917)]: 


Voir aussi Eire Boner, Sur l'intégration des fonctions non bornées et les 


définitions constructives (Annales de l'École Normale, 1920) et Méthodes 
et problèmes de la théorie des fonctions, p. 88 à 98 (Gauthier-Villars). 
(2) On dit alors que f(x) est mesurable. 


\ à ‘ 


A, . 


j 


1er 
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valle (a, b) déterminé. Observons que l’ensemble G est l'ensemble 
des points communs aux ensembles F, tels que 


Donc si les ensembles F sont mesurables quels que soient A et B, 
il en sera de même des ensembles G. En remplaçant les inégalités 


reg 1 J . . , 

précédentes par À — - £f(x)<A + -;, on voit aussi que si les 
1 à DER É ; 12 : 

ensembles tels que A£/f(x)£ B sont mesurables, la fonction est 

intégrable (L). 

Si maintenant »2 et M sont les limites supérieures de f(x) 
dansE et yi, 2, + .., ya, des valeurs croissantes intermédiaires, 
avec Yo—=M, Ya= M, nous pourrons appeler e; la mesure de 
l’ensemble des points tels que 


Jia <S(r)< Ji 
et e: la mesure de l’ensemble des points tels que 
SHARE 


Les expressions (1), (2) donneront donc à S et s des valeurs 
finies bien déterminées et, en appliquant à ces sommes le raison- 
nement employé par M. Darboux pour l'intégrale de Riemann, on 
voit que ces deux expressions ont séparément des limites déter- 
minées lorsque les longueurs des intervalles ÿ;— 7; _, tendent 
vers zéro. | 

D'ailleurs 


f 
i=n ; | ; 
L <a see 
S—s = Sd atyi—yii)ce AY, : 
E—=1 
en appelant e la mesure de E et Ay la plus grande longueur des 
intervallés y;—y;_,. Donc S —s tend vers zéro avec Ay et par 
conséquent les deux limites S et s sont les mêmes. Cette limite 
commune est l'intégrale de M. Lebesgue, 


CL) fre) dr 


| prise dans l’ensemble E. Il est d’ailleurs manifeste que si deux 


ensembles E, E’ sont sans points communs et si la fonction est 
DURE. B. | : 3 
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intégrable (L) dans chacun d’eux, elle sera intégrable (L) dans 
l’ensemble E + E! et l’on aura 


(2) far =(1) f fax + (D) ff &2. 

VE+E E E' 

En particulier, si E est l'intervalle de & à b (au sens large ou 
étroit), l'intégrale s’écrira 


[fé 


Enfin, n'oublions pas d'observer que S et s sont tous deux com- 
pris entre Me et me. 


Pour que l'intégrale de M. Lebesgue soit une généralisation 
utile, il faut qu’elle comprenne l'intégrale de Riemann comme 
cas particulier. Nous allons montrer qu'il en est bien ainsi : 
Lorsqu'une fonction est intégrable (R) dans un intervalle (a, b), 
elle est intégrable (L) et les valeurs des deux intégrales (R) 
et (L) sont les mêmes dans cet intervalle. 

En effet, soit E l’ensemble des points où l’on a A£/f(x)=B: 
Soit e l'ensemble des points limites de E n’appartenant pas à E: 
les points de e sont des points de discontinuités; ils forment 
un ensemble mesurable de mesure nulle puisque la foncuon est 
intégrable (R). D'autre part, l'ensemble E + e est fermé, et par 
suite mesurable. Il en est donc de même de E. 

Dès lors f(x) est intégrable (L) entre a et b. 

Divisons (a, b) en intervalles partiels par les points en ordre 
croissaht 

To, Lis vers Tnt Tn= 6. 


Dans l'intervalle (x;_,, æ;) (où les limites de f sont m;, M;), 
on aura pour les deux intégrales (R) et (L) | 


MUi(Li— Li-1) fe) de < Mia ai). 


D'où s 
ko [ Je) de (R) [_ f(e) del < (Mi m)(ar= Gi), 
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Or, pour les deux intégrales, on a 


d T1 LA pe 
“a TT FE 


Ent 


Dès lors 


b b 
IL) fe JCæ) de —(R) f ue EM mi )(æi— di) 


<(M—m)s+e(i—50) 


en appelant s la longueur totale des intervalles où l'oscillation est 
supérieure ou égale à e. Puisque la fonction f est intégrable (R), 
on peut rendre « et & aussi petits que l’on veut. Donc la diffé- 
rence des deux intégrales est nulle. 

Il résulte en particulier, de cette démonstration, que toute 
fonction continue est intégrable (L), ce qu'on aurait pu voir 
directement. | 


L'intégrale (L) coïncide avec l'intégrale (R) toutes les fois que 
celte dernière existe, mais l'intégrale (R) peut ne pas exister 
alors que l'intégrale (L) existe. | 

Considérons par exemple la fonction f(x) qui est nulle pour 
les valeurs rationnelles de x et qui est égale à 1 pour les autres 
valeurs. Elle n’est pas intégrable (R) de o à 1. Car en un point 
“quelconque l’oscillation est égale à 1. Mais elle est intégrable (L). 
Car l’ensemble des points rationnels entre o et 1 (qui est dénom- 
brable) est mesurable et sa mesure est nulle. De mème, l’en- 
semble des autres points est mesurable el sa mesure est 1. Donc 
la fonction a une intégrale (L) qui est égale à 1. 

Nous donnerons d’ailleurs des catégories très étendues de fonc- 
tions qui sont intégrables (L) sans être, en général, intégrables(R) 


(p- 49) (!). 


(') Le lecteur trouvera dans les Leçons sur les séries trigonometriques de 
M. H. Lebesgue ( Gauthier- Villars) des applications qui montrent la fécondité de 
ces notions. 
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SÉRIES DE FONCTIONS RÉELLES 


Considérons une série dont le terme général est une fonction 

de x (réelle comme dans tout cet Ouvrage) 
U(T) + Uo(X) +...+ Un(r) +.. 

el appelons S n(æ)la somme des » premiers termes de celle série. 

Le premier problème qui se présente dans l’étude de cetle série 
est l'étude de sa convergence. Nous ne nous en occuperons pas: 
nous ne considérerons que le cas où l’on sait que cette série con- 
verge pour toute valeur de æ entre o et 1. La somme est une 
fonction de x que nous désignerons par f(x). Le second problème 
qui se pose est de chercher les propriétés de S,(x) qui se con- 
servent à la limite lorsque x croît indéfiniment. M. Osgood a fait 
remarquer que ce problème peut souvent se ramener au problème 
général de l’interversion dans la « double limite » (!). 

Ainsi, on peut se demander Te est continu, lorsque S,(æx) 
est constamment continu (c’est-à-dire Japsque un est continu). 
Cela revient à chercher si légalité 


lim | lim S,(æ 1] = lim [3 Sa(æ)] 


FT 4 nZ= © n= © r=a 
est exacte. 
De même, on peut se demander si l'intégrale de f(x) est la 
limite de l'intégrale de S,(x). Or cela revient encore à chercher 


si l'égalité suivante est exacte 

q—=P 
[AV AS 
lim | lim D> 
nn @ p—e 


b—as _ b—a 

PURE A ) 
ré 

ent DE 


(1) Oscoon, Bulletin of the American mathematical Society, nov. 1896, p. 61. 
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Cette question de l’interversion des limites se présente d’ailleurs 
dans un grand nombre d’autres parties de l'Analyse ; par exemple 


dans la dérivation sous le signe Je dans l'expression d’une inté- 


grale double sous forme d’intégrales simples, etc. 


Avant d'entrer dans l'étude des problèmes précédents qui 
exigeront certaines restrictions relatives à la continuité des fonc- 
tions w,(x), nous démontrerons un théorème très général qui 
suppose seulement que la série considérée est convergente. Dé- 
signons par r,(x) le reste de la série : r,(x) = f(æ) —S;(x). 


Si la série f(x) est convergente pour toutes les valeurs de x 
comprises entre o et 1,et st l’on appelle E, l’ensemble des points 
pour lesquels \r,(x)|est supérieur à un nombre positif e donné, 
aussi petit que l’on veut, la mesure de E, tend vers zéro lorsque nr 
croit indéfiniment (\). 


En effet, il nous suffira de montrer que l’ensemble E, limite 
complète de E, lorsque x croît indéfiniment, a une mesure nulle 
(p. 21). Or cela est certaïn, car E ne comprend aucun point. S'il 
y avail un point x, dans E, il y aurait une infinité d'ensemblesE,,, 
E qui contiendraient x,; et par conséquent les quantités 


P39 
[ra (ai), PACA cs RPAEANIE …. 
restant supérieures à s, la série ne serait pas convergente en æ,. 
Ce théorème, par sa généralité, parait susceptible d’un grand 
nombre d'applications; nous en donnerons quelques-unes. 
Il a été démontré pour la première fois par M. Arzela dans un 
cas particulier (?). 


: Continuité de lu sérte. 


Supposons maintenant que les fonctions w#, (x) soient des fonc- 
tions continues dans un intervalle (a, b) où la série est conver- 


\ 


(1) Dans les applications, l’ensemble E, sera toijours mesurable, Cépendant, 
on peut se passer de cette remarque, en remplaçant dans l'énoncé précédent la 
mesure de E, par la limite supérieure des mesures des ensembles mesurables 
contenus dans E,. 

(?) Memoires ‘de BR 1899. 


“ 
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gente. Il n’est nullement évident que la somme f(x) doit être 
elle-même continue (comme le montre bien notre interprétation 
par la double limite). 

Remarquons qu'il est tout aussi général de se donner une série 
par la samme de ses » premiers termes S,(x) que par le terme 
général u,(z). Car une série quelconque peut s’écrire sous la 


forme 
SL (SEE Si) ERNST SNS 


et par conséquent ce n’est pas construire une série d’une façon 
vraiment artificielle que de la donner en choisissant S, au lieu de w,.. 
Cette remarque faite, il suffit de prendre : 


+. 
Sh(r)= zx": 


pour voir que la série ainsi définie est convergente pour toute 
valeur finie de x et que ses termes sont des fonctions continues 
de x. Cependant la somme de la série est 1 lorsque ra 
0 lorsque x — 0, — 1 lorsque x < 0. 

La question s’est donc posée de rechercher à quelles cost 
la continuité des termes d’une série convergente entraîne la conti- 
nuité de la somme. | 


Convergence uniforme. 


Un premier pas fut fait dans cette voie par l'introduction de la 
notion de DO MOFECRES uniforme (‘) 

Nous dirons (2?) qu’une série quelconque f(x) est uniformée 
ment convergente dans l'intervalle (a, b), si, à tout nombre 
positif donné à l'avance, aussi petit que l’on veut, on peut faire 
correspondre un nombre N tel que l'inégalité n >> N entraîne dans 


tout l'intervalle (a, b) 
[rn(æ)| e. 


(*) Voir Strokes, Mathematical and physical papers. Cambridge, 1840, 
Pp- 236-285, et aussi SEIDEL et LEJEUNE-DiRICHLET dans la collection : Ostwald's 
Klassiker, n° 116. Stokes et Seidel paraissent avoir élucidé en memes qe 
question, indépendamment l’un de l’autre. 

(?) Voir TANNERY, Fonctions d'une variable, 1886, note de la page 366. On trou- 
vera dans HoBsoN, The theory of functions of a real variable (GORE 
t. II, $ 80, des critères étendus de convergence uniforme. : 
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Remarquons d’abord que la série f(x) sera convergente 
dans (a, b). Je dis de plus que la continuité des termes entrat- 
nera celle de la somme. En eflet, six’ et x” sont entre « et b, on 
aura 


(1) LFCæ')— (RE ISn(2") — Sa(z")| + [rn(e") + fra(æ")] 


et si l’on prend pour 7 un nombre fixe supérieur à N, la fonc- 
tion S,(x) est une fonction continue entre a et b; donc on peut 
prendre un nombre « tel que pour 


Jz'— x"] < a 
on ait 
Sa(z')— Sa(z")| <e. 
D'où 
LfCæ") — fa) < 3e. 


Au contraire, supposons seulement que la série soit conver- 
gente entre a et b. À tout nombre x compris entre a et b on 
pourra faire correspondre un nombre N tel que rz > N en- 
traîne |r,(æ)|< e. Le nombre N sera bien déterminé pour chaque 
valeur de x, si l’on prend toujours pour N le plus petit nombre 
entier possible. On voit alors qu’il revient au même de dire que 
la série est uniformément convergente entre a et b ou de dire que 
la fonction N(x) que nous venons de définir est (pour chaque 
valeur de e) bornée dans cet intervalle. 

Si nous supposons de plus que les termes de f(x) soient con- 
tinus, il résulte de ce qui précède que, dans le voisinage d’un point 
de discontinuité x, de f(x), la fonction N(x) a une limite supé- 
rieure infinie pour une valeur suffisamment petite « donnée à &. 
On peut même préciser ce résultat : s£ l’oscillation w(x) au 
point x, est supérieure à un nombre positif b, on peut prendre 


| LE 
our « le nombre -: En effet, supposons qu’en prenant pour & le 
P : > SUPP q P P 
b . . pare 4 # 
nombre 5° la fonction N(zx) reste inférieure à un nombre entier n 


dans un intervalle assez petit (x,—h, æ,+h). On pourrait 
prendre un intervalle. encore plus petit (&, —h,, x, + h,) où 
l’oscillation de la fonction continue S,(x) serait inférieure à un 
nombre quelconque positif donné, par exemple : w(x,) — b — 1. 


Nés 
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Et alors l'inégalité (1) montre que l’on aurait dans cet intervalle 


LACe') — fta")| < was) — 


ce qui est inanifestement impossible (p. 27). 


La condition de convergence uniforme d’une série de fonctions 
continues n’est pas nécessaire pour la continuité de la série. 
M. Bendixson (!) en donne l’exemple très général suivant. Consi- 
dérons une série convergente el à Lermes continus entre @& et b, 
mais non uniformément convergente, et soit 7,(x) le reste. La 


série 
Pi PE Pa Po nee 


converge vers zéro entre «& el b. mais elle n’y converge pas uni- 
formément. 

Pour obtenir une condition nécessaire et suffisante, il faudrait 
donc donner une définition de la convergence uniforme moins 
serrée, pour ainsi dire, que celle que nous avons donnée. 

M. Dini (?) a réalisé ce but en partie au moyen de ce qul 
appelle la convergence uniforme simple. 

On dira’ pi ’une série a une convergence uniforme simple entre 
a et b, si : 1° la série reste convergente dans cet intervalle; 
2° pour tout nombre positif & aussi petit que l’on veut et pour 
tout nombre entier N aussi grand que l’on veut, il existe un 
nombre entier » 2 N tel que l’on ait 


lra(æ)l IE; 


pour tous les points de l'intervalle (a, b). 4 Qi 
Cette définition comprend comme cas particulier la définition 

ordinaire de la convergence uniforme. Par conséquent, M. Dini a 

étendu les résultats précédents lorsqu'il a démontré que, sé une 

série à lermes continus a une convergence uniforme simple, — 


elle est continue, : 
Ainsi le dernier exemple que nous avons donné est une série 


— de” 


(*) Voir BENDIxSON, Sur la convergence uniforme des séries, Ofversigt of. 
Kongl. Vetenskaps-Akademiens Fôrhandlingar, 1897, n° 10, Stockholm. (a 3 
(?) Dir, Fundamenti per la teorica delle Funsioni di variant reali, Rise En 
1878, Dr 41008 i 
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qui a une convergence uniforme simple, car les restes de rangs 
impairs sont nuls. 

Mais cette extension n’est pas encore suffisante. M. Bendixson 
(loc. cit.) donne en effet des exemples de séries convergentes, à 
termes continus, dont la convergence n’est pas une convergence 
uniforme simple et qui définissent pourtant des fonctions con- 
tinues (!). 

Ainsi, considérons la série telle que 


n(1—r) 


Sna(æ) = Dh 1 + Tnt) 


Les termes sont continus lorsque x reste compris entre o et £ et 
elle converge vers zéro, même pour x —1. Pourtant sa conver- 


‘ I 
gence n'est pas uniforme, Car POUT TT —I-—-—) on a 
A 


2 


l J 
2 € 


lra(æ)|=1Satz)l =|(:- =) - : 


Par suite, pour tout nombre », il existe un nombre x pour lequel 
|rn(æ)| est supérieur à un nombre positif fixe. 


Convergence quasi-uniforme. 


C'est M. Arzela qui est parvenu le premier à la condition 
nécessaire et suffisante cherchée. Il l’obtient au moyen de ce que 
nous appellerons la convergence quasi-uniforme (?) qui est une 
nouvelle extension de la convergence uniforme ordinaire. 

Nous dirons qu’une série converge quasi-uniformément entre 
a et b si : 1° la série converge entre a et b; 2° on peut faire 
correspondre à tout nombre e positif aussi petit que l’on veut 
et à tout nombre N aussi grand que l’on veut, un nombre fini, 
N'2N, tel que, pour chaque valeur de x comprise entre a et b, 
il existe un entier n+ compris entre Net N', et tel que l’on ait: 


DACDIESS 


(!) Voir aussi JorpAN, Cours d'Analyse, 2° édition, t. I, p. 315. 

(2?) M. Arzela l’appelle convergence uniforme à traits (a tratti). Cette déno- 
mination se rattache à la représentation géométrique dont M. Arzela fait grand 
usage (Mémoires de Bologne, 1899). 
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Nous allons maintenant démontrer le théorème qui résout com- 
plètement la question de la continuité. Ce théorème a été obtenu 
par M. Arzela par une méthode assez compliquée. Mais, comme 
il arrive bien souvent, une proposition qui a été obtenue au prix 
de grands efforts peut, quand son énoncé est connu, être démon- 
trée très simplement. 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série à 
termes continus entre a et b représente une fonction continue 
dans cet intervalle est qu'elle y converge quasi-uniformément. 

La condition est suffisante. En effet, d’abord la série est con- 
vergente entre a et b; soient f(x) sa somme et x! un point quel- 
conque entre a et b. On peut déterminer un nombre N tel que 
l'inégalité r > N entraîne 


, € 
PACAIE< 3 


Mais, puisque la série est quasi-uniformément convergente 
entre a et b, on peut faire correspondre à e et N un nombre N'>N, 
tel que, pour toute valeur de x comprise entre a et b, il existe un 
nombre nr; compris entre N et N’ pour lequel 


LACIRSS 
Or, quel que soit x, n7> N, donc 
LAC H] & . 


D'autre part, il est possible de déterminer un nombre hp tel 
que l'inégalité |! — "| < h, entraîne 


[Sn+p(æ') ee Sn+p(x”)| << 3 


Donc, si x est le plus petit des nombres 
ho; Ju, ee) Rn'-N 


(dont il y a un nombre fini), on aura sûrement 
à È 
Saez) — Sne(r )| LE 32 


pour |[æ'— "| < 4, puisque n," est compris entre Net N'. 
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= 
[22] 


Et comme on aura 


LACET MCE 


on voit que 
[f(x") — f(x) <e pour [z'— "| < a. 


Donc la fonction f est continue en un point arbitraire x! de l’in- 
tervalle. 

Réciproquement, supposons la série convergente et sa somme 
continue (ainsi que ses termes) entre & et b. Soit x' un point 
compris entre a et b, on peut déterminer k tel que l’on ait 


HOPACEIES 


pour [x — x/| < h. Mais soit N un nombre donné aussi grand que 
l’on veut; on peut déterminer un nombre ñr > N de facon que 
l’on ait 


ra(x')| < 


us] w 


Le nombre n étant ainsi choisi, la fonction S,(x) est continue et 
l’on peut déterminer L,, tel que l’on ait 


Sax) — Su(z')l < 5 pour [r—z|<h. 
: Or 
ra(æ) 21 f(x) —f(æ)] ETC en Sa(z')1+lra(z')l: 


Dès lors, si «est le plus petit des nombres k et ,, on a 
Iran) pour Iz—zr'|<a, 


n étant un nombre fixe supérieur à N. 

Il suffit pour le raisonnement précédent que f(x) soit continu 
au point x'. Mais, puisque f(x) est continu de a à b, on pourra 
déterminer pour chaque point x de cet intervalle un nombre n > N, 
et un intervalle partiel ayant ce point pour milieu tel que [r,(x)| 
reste inférieur à e dans cet intervalle partiel. Alors, tout point 
de (a, b) est intérieur au sens étroit à l’un de ces intervalles par- 
tiels; on peut donc (p. 9) trouver un nombre fini de ces intervalles : 


(Zi, mit) (ë=1,...,p) 
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qui jouissent de cette propriété. Par conséquent, à tout point æ 
de (a, b) on peut faire correspondre un entier n4, tel que l’on ait 


WACIIESS 


Et les nombres n; sont pris parmi les nombres n,,; on peut 
donc déterminer un nombre N' (le plus grand des entiers n,,, qui 
sont en nombre limité p) tel que nr, reste compris entre N et N’. 

On peut donner, de cette réciproque, une démonstration un 
peu différente. La série étant convergente entre a et b, on peut 
faire correspondre à chaque nombre x compris entre & et b, un 
entier nr Supérieur à un nombre fixe donné N indépendant de n, 
tel que i 


ACIER 


Et le nombre n, sera une fonction bien déterminée de x, si l’on 
prend pour n#4 le plus petit entier possible supérieur à N satisfai- 
sant à cette condition. Je dis que cette fonction est bornée supé- 
rieurement. En effet, s’il n’en était pas ainsi entre a et b, la fonc- 
Lion n; ne serait pas non plus bornée dans l’un des deux intervalles 
moitiés, ni dans l’un des intervalles moitiés de celui-là, et ainsi de 
suite. On formera ainsi des intervalles (a,, b,) emboîtés les uns 
dans les autres et dont la longueur tend vers zéro. Ils ont donc 
pour limite un certain point Ë de l'intervalle (a, b). Or nous avons ! 
vu, dans la première partie de la démonstration précédente, qu’on 
pourrait déterminer À et n, >> N tels que 


Fra(æ)l< se 


dans l'intervalle £ — k, 6 + h. Mais si petit que soit k, on pourra 
prendre p assez grand pour que (a), b,) soit contenu entre £ — À 
et Ë+ L, et alors dans l'intervalle (@ps Op) la fonction ñz serait 
bornée supérieurement (nx<ni), ce qui amène une contradiction. 

On peut vérifier sur l'exemple que nous avons donné d'une 
série convergente à termes continus dont la somme n’est pas con- 


tinue que celte série n’est pas quasi-uniformément convergenle. 
1 1 


Nous avions pris S, = x*"!; pour x > 0, le resteest 1 = x" 
Dans l'intervalle (0, 1), si l’on veut que ce reste soit inférieur àe, 


C1 
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il faudra que l’on ait 


ne 


par conséquent la valeur minimum de n ne sera pas bornée supé- 
rieurement dans cet intervalle. 


. Les considérations qui précèdent s'étendent immédiatement 
aux séries de fonctions de plusieurs variables. Ainsi la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour qu'une série de fonctions de 
plusieurs variables continues par rapport à leur ensemble 
dans un domaine fermé D ait pour somme une fonction con- 
tinue dans D est que la série converge quasi-uniformément 
dans D. Cela veut dire qu'on peut faire correspondre à un nombre 
entier N et à un nombre positif e, un nombre entier N'2 N tel que 
lon ait en tout point À de D :|r,|[<e, n, étant un certain nombre 
entier déterminé par À et compris entre N et N/. La démonstration 
est la même que celle que nous avons donnée. 


Intégration des séries. 


Deux problèmes se posent tout d’abord, quand on veut inté- 
grer une fonction représentée par une série : 1° En supposant la 
série convergente et à termes intégrables entre o et 1, la somme 
sera-t-elle aussi intégrable? 2° Si la somme et les termes de la 
série sont intégrables, est-ce que l'intégrale de la somme sera la 
somme des intégrales des termes? Le premier problème a deux 
solutions différentes selon que l’on se place au point de vue de 
Riemann ou à celui de M. Lebesgue. Mais il suffira évidemment 
de résoudre le second problème au sens de M. Lebesgue pour en 
obtenir la solution au sens. de Riemann comme cas particulier. 


M. Arzela (!) a montré que la condition nécessaire et su fi- 
sante pour que la somme f(x) d’une série convergente de a 


_ () ARzeLA, Mémoires de l’Académie royale des Sciences de l’Institut de 
Bologne, 27 mai 1900. 
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à b'et dont les termes u, sont intégrables (R) de o à 1, soit 
intégrable (R) de o à 1 est que la série ait une convergence 
quasi-untforme EN GÉNÉRAL entre Oo el 1. 

Cette dernière expression a la signification suivante : 1° la 
série f(x) est convergente entre o et 1 et sa somme est bornée; 
2° étant donnés les nombres à, e, N, on peut déterminer entre & 
et b des intervalles I en nombre fini et sans partie commune, de 
longueur totale supérieure à 1 — à, tels que l’on ait [ra (æ)| SE 
lorsque x appartient à un intervalle I, le nombre entier (con- 
stant dans un intervalle T1) restant supérieur à N (t). 

Supposons ces conditions vérifiées et que les termes de la série 
soient intégrables (R). Dans tous les intervalles I en nombre p, 


on aura 
Lf(æ) — Sni(z)| <E; 


par suite, l’oscillation de f(x) dans Î sera au plus égale à 2e 
augmenté de loscillation de S,. Or, dans, l'intervalle [, S;, est 


intégrable (R); on peut donc y former un nombre fini d'inter- 


lo 


valles J, sans partie commune, de longueur totale inférieure à 


et en dehors desquels l’oscillation de Sa, est inférieure à s. Appe- 


lons K les intervalles sans parties communes intérieurs aux I et 
extérieurs aux J; dans ces intervalles, l’oscillation de f(x) sera 
inférieure à 3e. Mais la longueur totale des K entre o et # est 


supérieure à 1—Ô—p F —1— 20. Dès lors, on aura pu diviser 
le segment (o, 1) en intervalles tels que la longueur totale de ceux 
où l'oscillation surpasse 3e soit inférieure à 20. Comme € et Ô 
peuvent être pris aussi petits que l’on veut, la fonction bornée f(x) 
est intégrable (R)entreoet 1. 1 

Réciproquement, admettons que f(x) soit FRÉREAUE (R), ainsi 
que les termes de la série (supposée convergente de o à 1). Soient, 
d’autre part, F l’ensemble des points où f(x) est continu, E, l’en- 
semble des points où S,(x) est continu, E l’ensemble limite com- 


# : 


(1) La série serait quasi-uniformément convergente si cette condition était 
réalisée pour des intervalles I en nombre fini sans parties communes qui rem 
plissent tout le segment (0; 1). . 
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plet des E,. Les ensembles E, et F ont pour mesures 1 (p. 31), 
il en est donc de même pour E (p. 21). Orona 


F=(E, F)+[C(E), F]. 
Les deux ensembles du second membre n’ont pas de point com- 
mun; donc 
mesure(E, F) = mesure F — mesure[C(E), F]. 

Or l’ensemble [F, C(E)] est contenu dans C(E) dont la mesure 
est nulle. Par suite, la mesure de l’ensemble G des points com- 
muns à E et F est égale à 1 — o — 1. Ceci étant, soit x’ un point 
de G, il est contenu dans une infinité d’ensembles E, : E 
(HUE 


Or on peut déterminer un nombre g tel que l'inégalité m > q 


L TE) 


A L £ 4 ni L4 “ 
entraine |rn(x')| < Soit maintenant un nombre N donné à 


l'avance; prenons parmi les nombres n,, n:, ..., qui croissent 
indéfiniment, un nombre déterminé »# supérieur à g et N. On 
aura 


PACHIÈSS n > N. 


De plus, x’ sera commun aux deux ensembles E, et F. Par con- 
séquent, on pourra déterminer un nombre h tel que l’inéga- 
lité [x — x'|<< À entraîne 
MOIS 
et 
| ISa(a)— Sue )I< 3e 
D'où 
Era(æ)S ra ae) SRI + IS2(2) — Sa(a)< 
Ainsi tout point x’ de l’ensemble G est intérieur au sens étroit 


à un intervalle I pour lequel il existe un nombre n tel que l’on ait 
en tout point de l'intervalle IL 


AG) EE 


Or l’ensemble complémentaire C(G) ayant une mesure nulle, 
ses points pourront être tous enfermés au sens étroit dans des 
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intervalles J sans point commun de longueur totale inférieure 
à n (!). Alors tous les points du segment peuvent être enfermés 
au sens étroit chacun dans un intervalle I ou J. Par suite, on peut 
en trouver un nombre fini qui les contiennent tous au sens 
étroite on losdiin enr, 

Les points qui ne sont pas intérieurs au sens étroit à l’un des 
intervalles J forment un ensemble G, intérieur à G et de mesure 
supérieure à 1—n. Ils sont tous contenus dans 1,, L,, ..., 1, 
qu'on peut supposer sans point commun et compris entre Oo et 1, 
intervalles qui auront une longueur totale supérieure à 1 — n. Or, 
à chacun d’eux, I, correspond un nombre entier »,> N tel que 


pour tout point de [, on ait 
AACA2IES £: 


Comme &, n et N sont arbitraires, la série a une convergence 
quasi-uniforme en général, entre o el 1. 


La résolution du problème que nous venons de traiter est bien 
plus simple si l'on se place au point de vue de M. Lebesgue. 

Si l’on considère une série de fonctions bornées inté- 
grables (L):u, ur, ..., dont la somme f(x) est convergente 
entre a et b, cette somme supposée bornée est aussi inté- 
grable (L). 


L'ensemble des points E tels que J’on ait 
AL f(æ)<B 


est compris dans l’ensemble limite restreint F, des ensembles E, 
des points tels que PAR Hp 
A ESA BE: | 
P P 


p nombre entier fixe. È 

Cet ensemble F, est mesurable et l’ensemble E est évidemment | 
l’ensemble des points communs aux ensembles F,,F:,...,F, .... 
Donc E est mesurable quels que soient A et B; par conséquent, 
f(zx) est intégrable (L). x | 

La proposition que nous venons de démontrer peut s'énoncer 
ainsi : Toute fonction bornée f(x), limite de fonctions bornées 
intégrables (L) est elle-même intégrable (L). Sous cette forme, 


nt 


(') Voir par exemple LEBESGUE, Annali di Matematica, 1902, p. 237. 


SÉRIES DE FONCTIONS RÉELLES. 49 


elle nous fait connaître des champs de plus en plus étendus de 
fonctions intégrables (L); par exemple, toute fonction bornée 
limite de fonctions continues est intégrable (L). 


Si une série de fonctions bornées intégrables (L) est con- 
vergente de a à b et si l’on a |r,(x)| <M quels que soient 
l’entier n et l’abscisse x dans (a, b), la série des intégrales (L) 
des termes est aussi convergente et sa somme est l’intégrale(L) 
de f(x). 

: En effet, où a f = S, + R;; orilest facile de voir que la somme 
des intégrales (L) de deux fonctions est égale à l'intégrale (L) de 
leur somme. Donc 


(L) [ ftæ)de—(t) [mdr (1) [under =) fr dr. 


Or, puisque la série u, +... est convergente de « à b l’en- 
semble E des points tels que [ra(æ)] soit supérieur à .s a une 
mesure 5, qui tend vers zéro avec x. Et l’on a 


b 
f NC frrde+ f° nr dT, 
“# E C(E) 
b 
| [ Th dr 
a 


M étant supérieur de a à b à la fonction bornée |r,(x)| quel que 
soit ». Comme on peut prendre e et 5, aussi petits que l’on veut 
lorsque n croît indéfiniment, la proposition est démontrée. 

| Dans l'énoncé du théorème, on peut remplacer l'intervalle (@, b) 

par un ensemble mesurable quelconque E, la démonstration sera 
entièrement analogue. 

, Le théorème est encore vrai, si l’on prend l'intégrale de Rie- 

manon (!) au lieu de l'intégrale de M. Lebesgue, d’après notre 

remarque (p. 34), à condition que la somme de la série soit inté- 


grable (R). 


d'où 


<Mon+e(b— a), 


(") Le cas où les fonctions f et f, sont continues avait été déjà obtenu par 
M. Osgood (American Journal, 894). 
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REPRÉSENTATION DES FONCTIONS CONTINUES 
PAR DES SÉRIES DE POLYNOMES. 


THÉOREME FONDAMENTAL DE WEIERSTRASS. 


Une fonction continue quelconque peut étre représentée par 
une série de polynomes. Telle est la proposition fondamentale 
qui a été établie par Weierstrass (!). Diverses démonstrations en 
ont été données; elles peuvent toutes se ranger en deux catégories. 
Les unes, comme celles de Weierstrass et de MM. Picard (2), 


Lerch (*) et Volterra (‘), font appel à des notions d'un caractère 


transcendant; les autres, comme celles de M. Lebesgue (*) et de 
M. Mittag-Leffler (‘), sont d’une nature tout élémentaire et peu- 
vent être rattachées à un important Mémoire de M. Runge (*). 
Toutes les méthodes dont nous venons de parler conduisent au 
résultat suivant: Étant donnée une fonction f(x) continue dans 
l'intervalle (a, b), extrémités comprises, on peut trouver un 
polynome P(x) tel que l’on ait dans tout cet intervalle : 


If(æ)—P(x)|<e, 


\ 


eétan un nombre positif, donné à l’avance, aussi petit que l'on 


veut. 


() Werersrrass, Berliner Sitzungsberichte, 1885. 
(2) Picano, Traité d'Analyse, t.1I, p. 258. x 


(2) Lench, Rozprawy Ceské Akademie (2° classe) t. I, n° 33 (1892) et t. N, 
n° 9 (1893). Je ne connais ces Memoires de M. Lerch que par la citation qu’il en 


fait lui-même dans son Mémoire : Sur un point de la théorie des fonctions 
génératrices d’Abel (Acta Mathematica, t. XXVII, p. 339), où se trouve aussi 
une démonstration du théorème de Weierstrass au moyen de séries trigonomé- 
triques. 
(*) VozterRRA, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1897, p: 83. 
(5) LesesouE, Bulletin des Sciences mathematiques, 1898, p. 278. 
(s) Mirrac-LerrLer, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, xg00. 
(*) Runaz, Acta mathematica, 1885, p. 387. 
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Supposons, pour le moment, celte proposition établie et appe- 
. . N Li 
lons P,(x) le polynome qui correspondrait à la valeur = de «€. 


P,(x) sera la somme des x premiers termes de la série de po- 
lynomes : 
(S) Pi+(Po—Pi)+...+(Pr—Pr)+...…. 


Et l’on aura |f(xæ)— P,(x)| Le, pour toutes les valeurs 
de x comprises dans l'intervalle (a, b). Donc la série S con- 
verge uniformément vers f(x) dans cet intervalle. 

Elle converge même absolument dans cet intervalle, car on a 


LP Paint 1 Pa f(x) +1 fe) — Prat < À 


Cherchons à étendre ce résultat au cas où l'intervalle que l’on 
considère comprend toute la droite. 

Nous supposons que f(x) soil continu pour toute valeur réelle 
de æ. D’après ce qui précède, on pourra trouver un polynomeQ,{(x), 
tel que l’on ait dans l'intervalle (-- an, + bn) : 


É } 
LfCx) — Quel < 75 
an, On Croissant indéfiniment avec n. 


Alors La série. 


Qi +(Q:s — Qi) + (Q3 — Qo) His (Qu — Qui) +... 
converge ABSOLUMENT vers f(x)pour toute valeur de x. 
. Mais, en général, elle ne converge pas uniformément sur toute 
la droite. Tout ce qu’on peut dire, c'est qu’elle converge unifor- 
mément dans tout intervalle fini. 


L . . 
Méthode de Weierstrass. — La démonstration de Weierstrass 
est très simple et le principe en est utile dans bien d’autres ques- 
tions. Elle repose sur le calcul bien connu de l'intégrale 


+ © ) 
' Î et dt. 


(Mais on pourrait refaire le raisonnement de Weïerstrass avec une 
autre intégrale jouissant de propriétés analogues.) Cette intégrale 


a un sens et sa valeur est Vs. Il en résulte, en particulier, que, étant 
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donné le nombre positif w, on peut toujours trouver un nombre A 


tel que l’on ait 
+ © 


edit <vw 


poura > A. 
Nous allons d’abord montrer que l’on a 


Ce) = lim y, À) 


avec 


RL PA LU 
He Def ftuye VF) du, 


k étant un nombre positif et f(x) une fonction bornée uniformé- 
ment continue pour toutes les valeurs de x; nous désignerons par 


M sa limite supérieure. 
En elfet, soit À un nombre positif quelconque. On aura 


x—kh x 
ou, en posant u — æ + kt, 


h 


Vrb(æ, &) =f, “fte + kt)erP dt 


h 
+ œ DE \ 
+ f F(æ + kje-tat+ [| f(x + kt)erl dt. 
K — © 
La première intégrale peut s’écrire 


e : 

f(z + h0:) f, A re 
e æ 
DE 


k 
en désignant par 0, un nombre compris entre — 1 et +1. 


De même, on a 


+ 0 + æ 
26 J(æ + kt)e-f® dt = 0% M f. eds 
#k # 


h 
TR + © 
f f Sie + her dt = 0M | er ldti 
en h 
-k 


SE D 


nc: 
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avec [0,|<{1,10,| 1. Or, pour 2 A,ona 


+ © 
Ÿe eat £w 
A 


: 
et, d'autre part, on a 


Le + 01k) — f(x) <w 
pour À < a. 


LA La h 
Ea résumé, pour h < « et # < zona 


Vrb(z, k)=[f(x) + 0w](ÿ7x — 20'w) +20 Mw, 


les nombres 4, 6/, 9” restant compris entre — 1 et + 1. 


Ou 


pa, À) — f(x) = [0 + Fe. — 20 re a |u 


T 


ou enfin, en supposant w <{1, 


M 
LYC, 4) — f(x) <(s+ D) 
T 
Le nombre & peut être déterminé indépendamment de + puisque 
f(x) est uniformément continu pour toutes les valeurs de æ. Par 
conséquent, si n désigne un nombre aussi petit que l’on veut, on 
peut trouver (ee prenant w — 


\ MEN ye, 


[YCæ, #) — fa) <n, 


) un nombre «, tel que 
l’on ait 


quel que soit æ, pourvu que l’on ait À S. 
_ Autrement dit, d(x, k) tend uniformément vers f(x) lorsque 
k tend vers zéro. 

Maintenant, considérons l'intégrale (zx, k); je dis que c’est 
une fonction entière de x. En effet, posons 3 = EË + ên, on aura 


: n° 4 
D. pe Tate ba) ES) 
È b(z, k Pare Ju) [ cos F Je du 


T 


An?) æ u—E\? 
et , +é js J(u) [ein EE 21 |e Mr) du 
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Les deux intégrales sont celles qu’on obtient en remplaçant 


dans d(x, ) la fonction f(u) par la fonction 
2(u—Ë£in 


Ju) ou Ftu)sine 


Ces deux dernières fonctions sont bornées et uniformément 
continues quel que soit u. Par conséquent, d(z, £) est une fonc- 
tion finie et bien déterminée de E et de n. On verrait facilement 
qu'il en est de même de ses dérivées en Ë et n qui vérifient les 
relations de Cauchy; en définitive, d(:, Æ) est une fonction 
entière de 3. Par suite, on peut écrire 


dx, k) = Co+ Cix + Cort+...+ Cort +..., 


les quantités Co — (0, k), C,—Ÿ'(0, Æ), ... étant évidemment 
réelles avec k. Le second membre est une série uniformément 
convergente dans toute région finie du plan; donc on peut prendre 
un nombre » tel qu’en posant 


Pr) = Co+ Gr CT Le ni Cart 
on ait 


(px, &)— P(æ)< À 


pour toute valeur de æ comprise dans un intervalle quelconque 
donné d'avance. Et si l’on a pris, comme il est possible, Æ assez 
petit pour que l’on ait, quel que soit x entre les limites précé- 
demment fixées, 


IpCæ, #)— fa) < 2 
on aura 
[P(æ)— f(x)| <e 


pour toute valeur de x, comprise dans l’intervalle donné. 


Alors, soit #(x) une fonction continue dans l'intervalle (a, b); 
si l’on prend pour f(x) une fonction égale à &(x) entre a etbet 
égale à o(a) pour x £ a et à &(b) pour x Zb, la fonction f(x) sera 
bornée et uniformément continue quel que soit x. On pourra 
donc lui appliquer la méthode précédente et l’on aura un po- 
lynome P(zx), tel que 

IP(x)—æ(z)| < € 


entre a et b. Nous avons ainsi atteint notre but. 
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Si la fonction f(x) est bornée et uniformément continue quel 

que soit æ, la méthode même de Weïerstrass permet de la repré- 

senter par une série de polynomes qui converge uniformément et 
absolument dans tout intervalle fini. C’est la série 


P;+(P>—P;i)+...+(P,—Pri)+..., 


où l'on a, quel que soit x entre — net+n: 


LOC 


AUTRES DÉMONSTRATIONS. 


Vu l'importance du théorème fondamental, nous allons en faire 
connaître plusieurs démonstrations, à certains égards plus simples 
que celle de Weierstrass. 

Nous ne donnerons pas la méthode de M. Picard (reposant sur 
l'emploi des séries trigonométriques), qui se trouve exposée dans 
son Traité d’ Analyse. 

Les méthodes que nous allons développer sont fondées sur 
l'emploi de lignes polygonales comme. courbes approchées de la 


* courbe continue y — f(x). 


Soit f(x) une fonction continue de & à b; on peut trouver un 
nombre à, tel que l'inégalité |x'— x”| < à, entraîne 


MICAETICAIE 7 


Considérons une division de l'intervalle (a, b) en intervalles 


partiels, tous plus petits que à, séparés par les points 


To = €, Ti, ses T1, Tan = b. 


Puis inscrivons dans la coufbe y — f(x) une ligne polygonale 
dont les côtés se projettent sur O x suivant ces intervalles. Cette 
ligne polygonale représentera une fonction continue y — w(x). 
La valeur de w(x) est égale à f(x) aux points de division; 
lorsque x est compris dans l'intervalle (æ;_,,x;),# (x) est compris 
entre f(r:_,) et f(xi) et f(x) entre 


f@r)—Z et SD+ à 


+ 


LA 


. 
LT 
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ou entre 


FC) — à et fera) 


lo 
, 


Dès lors, on a entre æ; etx;_1 : 
€ 
Lf(æ)—e(z)l < & 


et, comme € est indépendant de l'intervalle partiel considéré, 
cette inégalité a lieu partout entre à et b, Il nous suffira mainte- 
nant de trouver un polynome P(x) tel que l’on ait 


[g(æ)— P(æ)| < 


| m 


entre a et b, pour atteindre notre but qui est de vérifier par un 
polynome P l'inégalité 


[f(æ)—P(z)| <e. pour a<x<b. 


Les méthodes que nous allons exposer ont précisément pour but 
de déterminer un polynome P(x) tel que la courbe y=P(x) 
approche autant que l’on veut d’une ligne polygonale donnée. 


Méthode de M. Volterra. — On sait (*) qu’une fonction pério- 


dique quelconque g(x), (de période 2w) peut être développée 
en série de Fourier 


n=+® 


Gi) g(r) = a+ > [as IT LASER) sin 2e ] 


Lo) 
n=1 


qui converge uniformément quel que soit æ, pourvu que cette 
fonction soit continue et qu’elle n’ait qu’un nombre fini de maxima 
et de minima dans un intervalle d’une période. 

M. Volterra (?) applique ce résultat à la fonction y = g(x) 
obtenue de la manière suivante. Soit y — o(x) l'équation de la 
ligne polygonale donnée qui n’est définie qu'entre a et b. On peut. 
ajouter un côté à cette ligne polygonale de façon que les ordon- 
nées des sommets extrêmes (en & par exemple et en c'extérieur 
à ab) soient les mêmes. Ceci fait, nous prendrons pour fonc- 


(!) Voir par exemple : PICARD, Traité d'Analyse, t. I, p. 224 et 230. 
4°) Voir aussi LERCH, Acta mathematica, t. XXVII. 
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tion g(x) la fonction telle que l’équation y — g(x) représente 
la ligne polygonale que nous venons de former et toutes celles 
que l’on obtient à partir de celle-ci par une translation parallèle 
à Ox et égale à n(c—a)(n entier positif ou négatif quelconque). 
La fonction g(x) coïncidera avec (x) entre a et b; elle sera de 
plus uniforme, continue et périodique. Soit 26 —(c— a), la 
période. On pourra appliquer la formule (1) et en particulier 
prendre p assez grand pour que l’on ait entre a et b 


n=p 


nrT . NT 
g(r)—| ao + (an cos ” + b, sin < ) 2 


CRE 
. 


n=1 
+ ATT ‘-ATT £ DA 
Les expressions COS——; Sin —— sont des fonctions entières 


de æ; on peut donc prendre dans leurs développements suivant 
les puissances croissantes de x un nombre de termes assez grand 
pour que les polynomes obtenus en diffèrent aussi peu que l'on 
veut. Par conséquent, puisqu'il n’entre dans notre inégalité qu’un 
nombre fini p de ces expressions, on pourra trouver un po- 
lynome P(x) tel que l’on ait, 


u=p 
nrr UNTT € 
a+Y (a. cos + Dh sin )- P(x)|< -: 
w uw 2 
n=i 


Et, puisque g(x) — (x) entre a et b, on aura dans cet inter- 


valle, 
lp(x)—P(æ)l<e. 


Nous avons démontré en passant qu'on peut représenter une 
ligne polygonale (et par conséquent une fonction continue quel- 


conque) au moyen d’une suite finie de Fourier 


# 
n=p 
Arr NT 
a+ Ÿ &n COS + D, sin 2 


re + | 


! 


avec une approximation donnée à l'avance dans un intervalle fini 
déterminé. É 


Méthodes élémentaires. — Soient 


To= y Li, Day ces Tnt, En = Ÿ 


LL 
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les abscisses des sommets de la ligne polygonale y = (x). p(x) 
est une certaine fonction continue et uniforme entre a el b, dont 
on peut écrire ainsi l'expression 

= n 

ge) = fe) + demie) — gi(æ)la(z — ri), 

st 
en désignant par w;(x) la fonction du premier degré qui coïncide 
avec w(x) entre. æ;_, et x; et par «(x) une fonction égale à o 
pour æ > 0, à 1 pour æ<o et finie pour x —0. On a 

Ti-1 


Pr) = Jin + nd Ji 


Ti Ti-] 


Supposons que l’on ait pu former une fonction continue B(x) 
qui approche de a (x) autant que l’on veut sauf peut-être pour x — 0 
où elle reste finie. Alors la fonetion continue 4(æ) obtenue en 
remplaçant dans l’expression de (x), «(x — x;) par f(x —æxi), 
différera aussi peu que l’on veut de +(x). Et si la fonction f(x) a 
une forme analytique simple, il en sera de mêmé de d(x). Seule- 
ment, pour que ce raisonnement soit exact, il faudrait que l’on eût 


la(é— a) —B(r—œ)|<e 


(e étant un nombre donné à l'avance), cette inégalité étant vérifiée 
quels que soient x et x; dans tout l'intervalle (a, b), sauf peut- 
être pour x — x;. C'est-à-dire que l’on ait 


(r) la(x)—B(r)l<e, 


dans l'intervalle fini [—(b— a), (b— a)] sauf peut-être pour x —0. 
Or ceci est impossible, puisque f(x) est continue et que l’oscil- 
lation de a«(æ) est fixe et égale à 1. Mais il suffit que l'inégalité (1) 
ait lieu en dehors d’un certain intervalle (— x, + n), qu’on puisse 


rendre aussi petit que l’on veut. En effet, si|g(x)| <M entreaæ 


et b, on aura, puisque la ligne polygonale a n côtés, 
lp(æ)—4(z)<anMe, 


en dehors des intervalles (x; — n, æ;+n). D'autre part, la fonc- 
tion continue @;(æ)—v;_,(æ) est nulle en x;. On pouls donc 
prendre n assez petit pour que l’on ait 


late) getal<e Ge 
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dans l'intervalle (æ; — , æ;+n), et par conséquent, on aura, 
dans cet intervalle 


[@(æ) — Y(x)| <Ne+onMe, 


en supposant |2(x) — $(x)| << N lorsque æ varie entre «a — b 
et b— a. 

_ On aura ainsi (en prenant € et n assez petits, les nombres n, 
N, M étant fixes) une approximation aussi grande que l’on voudra 
dans tout l'intervalle. 


M. Runge appliquait ces considérations en prenant pour f(x) 
la fonction rationnelle 
I 
1+<(G+ zx) 


Pia) = 


où » est un certain nombre entier. Cette fonction continue de x 
tend vers a(x) pour 0 <|x|<<1, lorsque n croît indéfiniment. 
C'est-à-dire qu’en prenant x assez grand, on aura 


la(æ) —B(ær)| <e, 


en dehors d’un certain intervalle (— x, + n) (aussi petit que l’on 
veut quand » croît), et d’autre part (x) reste fini. 

Dans le cas où (b — a) ne serait pas inférieur à 1, on pourrait 
remplacer f(x) par 8 55 par exemple, pour ramener à 
ce cas. 


En utilisant une fonction rationnelle continue pour B(x), 
M. Runge montrait seulement qu’on peut trouver une fonction 


rationnelle continue aussi approchée que l’on veut d'une fonction 


continue donnée. Mais il a donné autre part (!) des méthodes, 

pour passer du cas de la fraction rationnelle à celui d’un polynome. 
M. Mittag-Leffler a proposé de prendre pour la fonction f(x) 

l'expression 

_p(z) =a— arte, 


à / 


Cette fonction est une fonction entière de x qui tend vers «(x) 
lorsque l’on a 0<|x| 1. La fonction d{x) obtenue en rem- 


_ (!) RunNGE, Acta Matematica, 1884, p. 236. 


: 


“ 
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plaçant dans w, a(æ) par f(x) si (b — «) est inférieur à 1 et 
T : a s 

par 8) par exemple, dans le cas contraire, sera une 

fonction entière approchée de +. D'ailleurs, en prenant dans son 

développement un nombre de termes assez grand, on pourra la 


remplacer par un polynome,. 
On peut encore opérer ainsi : considérons l'expression 


æ[i—2a(x)]. 
C'est une fonction continue (!) de x, qui reste évidemment égale à 
la valeur absolue de x. A l'exemple de Cauchy, nous pourrons la 
désigner par ÿx?. Pour avoir une fonction approchée de a(æx), il 
suffit de l'obtenir pour ÿx?. Or M. Lebesgue observe que l’on 
peut développer ÿx?. On a 


_ 
us 


L ! ER: 
Væ?=(i+s)}=i+ - 23 — AE 7 
2 2.4 D- 4.6 
en posant z—zx?—1 et la série du second membre converge 
pour |z| 1 (2). Elle converge même aussi pour 3 = #1, parsuite 
elle converge absolument et uniformément pour —1£z£1. Dès 
: lors, la série en x obtenue en y remplaçant 3 par x? — 1 converge 
uniformément entre — 1 et + 1. Si donc, on prend un assez grand 
nombre de termes, on formera un polynome P(x) tel que l’on ait 


[Va — P(x)| <e entre —1 et +1. 


L'équation 
y = P(x) 


représente donc, à moins de € près, un angle Aroët dont les côtés 
sont lémités ; à savoir la droite y — — x, dans l'intervalle — 1 £x£o 
et la droite y — x dans l'intervalle o Per On en conclut immé- 
diatement que, en choisissant convenablement les constantes m, 


(*) Le fait que cette fonction est continue rend la méthode de M. Lebesgue 
plus simple dans son principe que celle de M. Runge et de M. Mittag-Leffler. 

(?) Il est assez curieux de remarquer que la formule précédente se trouve, à 
titre d'exercice sur les séries, dans le Traité de calcul différentiel et integral 
de Joseph Bertrand. Mais Bertrand était très éloigné d’en déduire les consé- 
quences qu'en a tirées M. Lebesgue. 


%» 
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A, P; QT, l'équation 


Y=mz+n—+p.P(qgr+r) 


représentera, à moins de pe près, un angle quelconque à côtés 
limités. En ajoutant entre elles un nombre suffisant d'expressions 
de ce genre, on peut, par suite, représenter une ligne polygonale 
quelconque, à moins de &' près, s' étant donné d’avance. 

On peut aussi, de la méthode de M. Lebesgue, déduire une 
expression de a(x), ce qui la rapproche de la méthode de 
M. Runge, mais en diminue la simplicité. On peut y arriver de 
bien des manières; la plus simple paraît être la suivante; on peut 


poser 


a(r)= = — (2?) 


1 - 
et remplacer (1153 par un développement analogue à celui de 


M. Lebesgue pour (a }; la multiplication de chaque terme par 5 
assure la convergence pour x — 0. 

Nous ne développerons pas les méthodes de M. Painlevé, pour 
les foncuons réelles analytiques, qui se trouvent exposées dans la 


Note I. 


EXTENSION AUX FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 
d # 

Il y a lieu de faire une distinction entre les fonctions conti- 
nues par rapport à l’ensemble des variables et celles qui sont con- 
tinues par rapport à chaque variable séparément. 

L'ensemble des premières comprend l’ensemble des secondes; 
mais on peut former des exemples qui montrent que ces deux 
‘ensembles ne coïncident pas. Ainsi, prenons la fonction qui est 


: era à 
égale à 7 rap lorsque x ety ne sont pas tous deux nuls,et qui est 


nulle dans le cas contraire. Elle est évidemment continue par 
rapport à x et y séparément; cependant, elle ne tend pas vers o. 
lorsque le point (x, y) tend vers l’origine sur la droite x = y. 

Plus généralement, considérons la fonction nulle à l’origine et 
aux points de coordonnées rationnellés et qui, aux autres points, 


+ 


» 


» r 


is Ar, 
“ n ; 
D 2. LORS n L DA 
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f 
Pp=+eqg=+®r—=+oSs=+e (x à 2) (y :) 
\ s 
SES SA... (DCS 
P £ r\? 
P=- 2 q=—r—=—xS$S=-- 00 (--#) + (r- 1) 
\ q ? 


Elle est continue par rapport à x et y séparément et cependant 
elle est discontinue par rapport à l’ensemble des variables en une 
infinité de points dans un domaine aussi petit que l’on veut (5h 

Nous ne nous occuperons que des fonctions continues par 
rapport à l’ensemble des variables. 

Weierstrass avait donné dans son: cours l'extension de son théo- 
rème en employant l'intégrale 


dr, Toy ce. Tn; k) 


} + œ + © u,—x,\? Un—T 
(e) f “re ï Jui, üo, RE È ) qu - js du;...dun. 


kV=r — © 


M. Mitiag-Leffler se sert des résultats acquis pour les fonctions 
d'une variable. Soit, par exemple, la fonction 3 = f(x, y) con- 
tinue par rapport à l’ensemble des variables dans le domaine D 


a<x<b, A£yS£B. 
Soient 


To — A; T1, Lo, +.:3 On, Tn— b, 


des nombres fixes, indépendants de y; on peut les choisir de 
façon que la ligne polygonale : z—v(x, Y) du plan y=Y, 
inscrite dans la courbe 3 — f(x, Y) aux points d’abscisses x; 
diffère aussi peu que l’on veut de celle-ci; l’approximation € 
restant indépendante de Y entre À et B. 

Or, d’après les méthodes que nous avons données, la fonction 


In 


o(r; Y)= Pi, V)+ D lera(r, Y)— px, Y)Ja(x —æi) 


ê=/1 . 


(*) Cet exemple est une généralisation du précédent obtenue à l’aide du prin- 
cipe de condensation des singularités. Voir HÂNKkEL, Untersuchungen über 
die unendlich oft unstetigen und oscillirenden Functionen. Tubingen, 1870. 
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peut être représentée par le polynome en x 


i=n 


o(r, Y)= qu, Y)+ DCE. of, Y)]B(x — æ); 


où f(x) est un polynome tel que l'on ait 


la(æ) — B(x)| <w, 


quel que soit æ dans un certain intervalle. 

Par conséquent w(x, Y) représente f(x, Y) avec une approxi- 
mation n indépendante de Y. Or le polynome en x, o(x, Y)a 
pour coefficients des fonctions continues de Y que l’on peut 
représenter avec telle approximation que l’on voudra. Par suite, 
on peut trouver un polynomeenxeten y Fo diffère de f(x, y) 
d’une quantité, constante dans D et qu’on peut Noire à 
l’avance aussi petite que l’on veut. 


M. Lebesgue généralise directement les méthodes élémentaires 
employées pour les fonctions d’une variable. Dans le cas d’une 
fonction de deux variables, par exemple, il remplace la sur- 
face : — f(x, y) par une surface formée de morceaux de para- 
boloïdes. 

Supposons que f(x, y) soil continue par rapport à l'ensemble 
de ses variables, dans le domaine D 


a<x<b, A£y<B. 


On peut trouver un nombre à tel que l’oscillation de f soit plus 


_ petite qu'une quantité positive donnée e, lorsque le point (x, y) 
. varie dans un rectangle de côté plus petit que à. 


Divisons le domaine D en rectangles de côtés plus petits que à 
au moyen des droites 


Did Tr; ARE RTE DT D: 


DEA Von = Fr à es = Yp=B, 


et soit 3;,x la valeur de f(xi, yx). Désignons de plus par 
3 = v%ix(x, y) l'équation du paraboloïde qui passe par le quadri- 


latère ayant pour sommets les points de la surface z— f(x, y) 
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qui se projettent aux points 


(ais Yhh (Lin kb (ma Yami), (Tits Yami). 


Ces projections sont les sommets d’un rectangle C;,; dans lequel 


on a 
losxCe, y) — f(x, y)l<e. 


Car les cotes des points du paraboloïde sont comprises entre la 
plus grande et la plus petite des valeurs 2;,4, 3i44,k Zi,ky1s Sigr,kpt 
lesquelles diffèrent entre elles de moins de e, 

Si v(x, y) est la fonction qui coïncide avec w; (x, y) dans le 
carré C;,x (ê—0, ..., n—1; K—o,..., p—1), on aura dans 
tout le domaine D 

[e(z, 7) — f(æ; J)l << €» 


Nous sommes donc ramenés à trouver un polynome qui approche 
de v(x, y), Or, on peut remarquer que l’équation 


2 = Var Vpi+ x + y Vat+ ay 


représente zéro si l’une au moins des variables x ou y estnégative, 
et un morceau de paraboloïde si x et y sont positifs; or on peut, 
suivant la méthode de M. Lebesgue, avoir de cette expression un 
développement approché pour les valeurs de x et y dont la valeur 
absolue est inférieure à un. En effectuant une transformation 
linéaire sur +, y et z séparément, on peut obtenir, à moins de € 
près, un morceau quelconque de paraboloïde et, en ajoutant un 
nombre limité d'expressions de ce genre, on obtient p(x, y) avec | 
une approximation donnée d'avance. 1 
On pourrait aussi observer que l'équation de la surface F 


z=v(x, y) Ve 
peut s’écrire ‘ser ll 
i=n—1k=p—1 
= Ÿ 2 [a(æ— ais) a(x — 2i)] L 
Fe X Ea(y — yat) — y —ya)lesxCe 7): | rue 


Car le produit des deux crochets est égal à 1 dans le carré Ci ur ES 
et nul en dehors, si l’on désigne comme auparavant par a(x) ubes rt 
fonction de x nulle pour æ > 0 et égale à 1 pour &æ < 0. : Tes 
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Or w;«(x,y) est un polynome qui est du premier degré sépa- 
rément par rapport à æ et par rapport à y. Par suite, un raison- 
nement analogue à celui que nous avons fait pour le cas d’une 
variable nous montre que nous aurons un polynome approché de 
y(x, y) en remplaçant «(x) par un polynome (x) approché en 
dehors d’un intervalle — n, + n aussi petit que l’on veut. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé la fonction f(x, y) 
définie et continue dans un certain rectangle. Si, au lieu d’un rec- 
tangle, on avait un domaine fermé D, d’un F4 tenant ou non, 
il suffirait de remplacer la fonction f par une fonction continue 
dans un rectangle contenant D et qui coïncide avec f dans D. Cela 
est évidemment possible d’une infinité de manières. 

On voit donc qu'on peut représenter toute fonction con- 
tinue par rapport à l’ensemble des variables dans un do- 
maine D fermé, par une série de polynomes qui converge uni- 
formément et absolument dans D (*). 


e 74 x 5 U à 
Une conséquence immédiate du théorème de Weierstrass est 
la suivante : E’tant donnée une série de fonctions continues, 


f(æ)=u(xz)+u(xz) +... 


convergente dans un intervalle (a, b), on peut toujours 
mettre f(x) sous la forme d’une série de polynomes qui con- 
verge dans le même intervalle. Et si la première série est uni- 
formément convergente, on pourra supposer qu'il en est ainsi 
pour la série de polynomes (?). 
En effet, quel que soit p on pourra former un polynome Q, tel 
que l’on ait 
! 
[Qp(æ) — Sh(x)| en 


_ entre a et b. Par conséquent, Q,(x) tend vers la limite f(x) 
de S,(x) lorsque p croît indéfiniment (quel que soit x entre a 
et b). Par suite, la série de polynomes 


Qi (Qi Qi) ++ (Qu Qi) +1: 


converge vers f(x) entre a et b. Elle y converge uniformément 


(') Pour l'étude des séries de polynomes d’une variable complexe, nous ren- 
voyons le lecteur au livre de M. P. MonTEL. Leçons sur les séries de POBHGAEES 
d'une variable complexe (Collection Émile Borel). 

(?) La généralisation au cas de n variables est immédiate. 


E. B. $ 
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s’il en est ainsi pour la série donnée; car on aura entre « et b : 
f(x) — Qo(r) SI) — So(Z)I+ISp(z) — Qo(r)|<e, 
en prenant p assez grand. 
On sait d’ailleurs que, étant donnée une série uniformément 
convergente, on peut toujours, en groupant convenablement les 
termes, la transformer en une série absolument et uniformé- 


ment convergente ('). On pourra donc s'arranger pour que la 
série de polynomes converge absolument et uniformément. 


Lorsqu'on cherche un polynome approchant d’une fonction 
continue déterminée, il y a intérêt à obtenir, pour une approxi- 
mation donnée, le polyÿnome le plus simple possible, par exemple 
du plus petit degré. Mais le résultat dépendra évidemment de la 
plus ou moins grande continuité de la fonction donnée f(x). 

Ainsi, lorsqu'on remplacera la courbe y — f(x) par la ligne 
polygonale y — (x), il faudra, si l’on veut avoir une approxi- 
mation €, découper l'intervalle (a, b) en intervalles de longueurs 
plus petites que d, à étant tel que l'inégalité 

[are &"|£ 
entraîne 


PACA AICHIET 


entre a et b. Pour une valeur déterminée de &, on peut prendre 
pour Ô la plus petite valeur possible. On déterminera ainsi une 
fonction d — p(e) qui tend vers zéro avec &. Et l’on voit que la 
ligne polygonale sera d’autant plus simple pour une valeur donnée 
de & que la fonction p(e) décroîtra plus vite avec e. On peut dire 
que la décroissance de ®(e) près de € —o mesure la continuité 
de f(x) entre a et b. Ainsi, par exemple, si la fonction est déri- 
vable entre & et b et si sa dérivée est bornée, on a @(e)S Ace, 
À étant un nombre positif fixe (?). 


(:) Voir, par exemple, Émice BorEL, Acta mathematica, t. XXIV; p. 355. 

(2) Pour plus de détails, voir P. MonTeL, Sur les polynomes d'approzima- 
tion (Bulletin de La Societé mathématique de France, t. 46, 1918). — DE LA 
VALLÉE Poussin, Lecons sur l'approæimation des fonctions d’une variable réelle 
(Collection Émile Borel), Chap. IV; dans la même Collection : S. BERNSTEIN, 
Leçons sur les propriétés extrémales et la meilleure approximation des fonc- 
tions analytiques d'une variable réelle. 

Le fait qu'une fonction possède une dérivée d'ordre r satisfaisant d'une condi- 
tion de Lipschitz d’ordre «, entraîne la possibilité de représenter cette fonction. 
par un polÿnome de degré n avec une erreur de la forme Mn=7T-® (cf. DE LA 
VALLÉE Poussin, loc. cit., p.71). Inversement de la possibilité de représenter une 
fonction par un polynome de degré n entraîne l'existence de la dérivée d'ordrer 
qui satisfait à une condition de Lipschitz d'ordre a; plus généralement, les pro- 
priétés différentielles des fonctions sont étroitement liées à l’approximation avec 
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Représentation des fonctions dérivables. 


En particulier, considérons une fonction f(x) qui ait une 
dérivée f; continue entre a et b. On peut se demander s’il est 
possible de la représenter par une série de polynomes telle que 
cette série et la série des dérivées convergent uniformément 
vers f(x) et f'(x) entre a et b. La réponse est affirmative (Parn- 
LEvÉ, Comptes rendus, 7 février 1898). En effet, on pourra trouver 
un polynome Q,(x), tel que l’on ait 

f'(æ)= Qu(æ)| < L- 

Mais alors, on aura 

La) — Pate) < 9) 


en posant 
Pa(æ)= f 1Q, (x) dr + fa). 


Par suite, on a 
, Qu(x) = PC) 

et les deux séries 
Pi+(Pe—P;i)+...+(P;— Ps); 
P,+(Ps—P,)+...+—(Pi— Ph) +... 


convergent absolument et uniformément vers f(+) et f, entre a et b. 
Cette méthode s'étend immédiatement au cas où la fonction 
admet des dérivées continues jusqu’à un ordre fini déterminé. 
Supposons même qu’elle admette des dérivées de tous les ordres. 
On déterminera pour chaque valeur de x un polynome Q,(x) 
tel que l’on ait entre a et b 


LAW (z)— Qn(z)| < en: 

Puis, en choisissant convenablement les constantes d’intégra- 
lion, on pourra former un polynome P,(x) dont Q,(x) soit la 
dérivée d'ordre n et tel que 

[fP(x)—PP'(x)| Le,(b—a)"-? (Don Eur). 
Si par exemple (b — a) est supérieur à 1, on pourra prendre 
ne I 
ina 


; laquelle il est possible de les représenter par un polynome de degré donné (cf. 

P. MonTeL, loc. cit., p. 118; DE LA VALLÉE Poussix, loc. cit., Chap. IV; SERGE 
BERNSTEIN, loc. cit., p. 112, 163). On trouvera dans le Mémoire de M. P. Montel: 

A4 l’étude à ce point de vue des fonctions de plusieurs variables. Voir aussi À. Mar- 
CHAUD, Sur les dérivées et les différences des fonctions de variables réelles 

‘ (Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. VI, fasc. 4, 5927, p. 397 


" 
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et alors la série cherchée sera 
Pi+ (P:— P1)+...+ (Pa — PE) ane 


Car cette série (ainsi que toutes les séries des dérivées) est une 
série de polynomes qui converge uniformément et absolument 
entre a et b vers f(x) [ou vers les dérivées correspondantes 
de f(x)]. 

L’inconvénient d’un tel développement est de ne pas mettre en 
évidence les propriétés de dérivabilité de f(x). Car on ne connaît 
pas les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une série de 
polynomes puisse être dérivée terme à terme. 

C’est pourquoi nous allons donner un développement en série 
de fonctions transcendantes simples qui ne présente pas l’incon- 
vénient indiqué. 


Étant donnée une fonction f(x) qui admet des dérivées 
continues de tous les ordres entre — 1 et +1, on peut la repré- 
senter par un développement en série tel que 


K=+o 
(2) DS (Axzkæ+ BLcoskræ + Csinknæ) 


k=0 


et les dérivées de f(x) seront représentées par les séries des 
dérivées correspondantes des termes de cette série. Toutes les 
séries ainst obtenues convergent uniformément entre —x 
el +1. 

Remarquons d’abord que, étant donné a priori un développe- 
ment de la forme (2), on connaît la condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu'il converge entre —1 et +1 ainsi que loutes les 
séries des dérivées. 

En effet, si la série des dérivées mime 


D [xx —1)...(kA— m+is)Azæm+ B;(kT)" cos (ere + m 2) 
+ Cx(kr)" sin (&re + m =)] 


converge entre — 1 et + 1, elle converge en particulier pour æ=0. 
Or, en prenant par exemple m — 2n, on voit que le terme gé-. 


L 
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néral se réduit à (—1})"B;(Xrx)?* pour æ— 0. Par conséquent, 
B44? tend vers zéro lorsque Æ croît indéfiniment, quel que soit x; 
alors il en est de même pour B;4” quel que soit l’entier m. 

De même, en considérant le terme général pour 


T = O0, Mm=An+I, 


on est amené à conclure que C;k”tend vers zéro quel que soit m. 
Dès lors la série 


UrE2) => [Ba CkRy cos( kr + m 2) + Gx(4T)" sin (exe + m =) 


est uniformément convergente quel que soit x. Il faut donc que 
la série restante soit convergente entre — 1 et +1 et par suite 
que A;k” tende vers zéro quel que soit m. 

Il est donc nécessaire que les expressions Az4”, B;km, C;km 
tendent vers zéro, quel que soit m, pour que la série considérée 
soit convergente entre — 1 et +1. Cette condition est d’ailleurs 
suffisante et, si elle est vérifiée, la série est la somme d’une fonc- 
tion périodique de période égale à 2 et d’une fonction holomorphe 
entre —1 et +1. 

Démontrons maintenant le théorème que nous avions en vue (!). 
Pour cela, observons que le cas où f(x) serait une fonction indé- 
finiment dérivable et périodique (de période égale à 2) se traite 
immédiatement. En effet, f(x) étant continue, périodique et indé- 
finiment dérivable peut se développer en série de Fourier 


(x) = E(Bzcoskræ + CxsinAra 


uniformément convergente quel que soit æ. On sait de plus que 
ses dérivées peuvent être représentées respectivement par les 
séries uniformément convergentes composées des dérivées des 
termes du second membre. 

Supposons que la fonction f(x), sans être périodique, sans 
même être nécessairement définie en dehors de l'intervalle 


SR  —— — 

(*) Voir Émize BorEL, Thèse, p. 29. Il est à peine utile de faire observer qu’on 
passe immédiatement au cas d’un intervalle quelconque par un simple changement 
de variable. Pour l'extension au cas de deux variables, voir Émie Borer, Sur les 
fonctions de deux variables réelles (Annales de l'École Normale, 1896); et 
Méthodes et problèmes de lathéorie des fonctions, p.72 à 88 (Gauthier-Villars). 
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(— 1, +1), soit telle que l’on ail 
S—n = fn),  FPC—-n=fP (+, 


quel que soit p, en appelant f(?)(— 1) la dérivée d'ordre p à 
droite de — 1 et f(P/(+ 1) la dérivée d'ordre p à gauche de +1: 

Dans ces conditions, nous pourrons former une fonction pério- 
dique (x), de période égale à 2, qui coïncide avec f(x) entre —1 
et +1 et qui est partout indéfiniment dérivable. Alors on pourra 
répéter ce qui précède sur la fonction #(x) quel que soit x et ce 
sera vrai en particulier pour f(x) entre —1 et +1. 

Pour arriver maintenant au cas général, il nous suffira de 
montrer qu'on peut retrancher d’une fonction f(x) (supposée 
seulement dérivable à l’infini entre — 1 et + 1) une série 


4(æ) = ZAxæk, 
uniformément convergente entre — 1 et + 1 ainsi que toutes ses 
dérivées, de facon que la différence 


Y(x)= f(x) — xx) 
salisfasse aux égalités 
YP(— 2) = pP (+) 
quel que soit p. 
Il faut pour cela que l'on ait l égalité 


rt À 4 ne Amp Et à 
où le second membre est une constante connue C,.. 
Pour déterminer la fonction y(x) par ces Sole nes 
sous la forme 
x(æ) = G(z?) + zH(zx?). 


On aura en dérivant successivement cette égalité 


2H (1) C0; 
4G'(G)= G, 
8H" (1) = Ce — 12 H'(1), 
(3) DR ESA Pen 
2PH1H@D (1) = Cp + unefonctiondeH'(1),H"(1),..., H2P?=0(x), 
22P+2G@P#0 (1)= Cop+ + une fonction de G(1), G" (1), ..., G@rl(r), 


Par suite, si l’on se donne arbitrairement pour # — 1 les dérivées 


4 
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d'ordre pair de G(t) et celles d'ordre impair de H{4), les autres 
seront déterminées successivement et d’une seule façon par ces 
égalités. En résumé, on peut trouver une infinité de systèmes de 
solutions des équations (3) : 


GC 25; Core, SEER GP (1) = 8», cs 
HT ESTA); H'(1) = ki, EP HP) (1) = h), 


Il s’agit maintenant de déterminer les fonctions G et H au 
moyen de ces égalités. Considérons, par exemple, les équations 
relatives à la fonction G : le problème sera résolu si la série 


P=+ C2 


(£— 71)? 


p=1 


est convergente dans un cercle de rayon supérieur à 2. En effet, 
on pourra la développer à l’origine en une série de Mac-Laurin : 


D'un 1? dont le rayon de convergence sera supérieur à 1. Alors la 


fonction DIET sera bien une fonction G(x?) uniformément 


convergente entre —1 et +1 et telle que G(P)(1) = g. 

Mais, dans le cas général, non seulement la série (4) n’aura pas 
un rayon de convergence supérieur à 2, mais 1l arrivera que ce: 
rayon sera nul, la fonction G(x?) n'étant pas régulière au 
point +1. : 

Pour traiter ce cas, nous ferons voir qu'il suffit de vérifier nos 
égalités avec une certaine approximation pour pouvoir résoudre 
le problème. En effet, supposons qu'on ait trouvé une fonction 


in . IQ 
U(t) Sur Mr dont le rayon de convergence soit supérieur ou 


égal à un et telle que l’on ait, non pas UP)(1)—g}, mais simple- 


ment 
s [UP (1) — gp[<A, 


À étant un nombre fixe indépendant de £. Alors, posons 
; = 8p— UP (1) 
et. considérons la série 


L(D=YŸ 4 PE. 
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Puisque |/,|< A, cette série est une fonction entière det et, 
par conséquent, la fonction analytique U(t) + L(£) a un rayon 
de convergence au point { — o supérieur ou égal à 1; d’autre part, 


on aura évidemment 
UP) (1) + LP) = gp: 


par suite, on peut prendre pour G la fonction U + L. 
Il s’agit donc de résoudre le système d’inégalités du premier 
degré en nombre infini avec une infinité d’inconnues 


[wo + U+ UM +U3 +... + Un+...— Lol < À, 
lu +ou+3us+,. + nunt.. — gil LA, 
[2u2+ Gu3+...+ n(n —1)un+...— go| < A, 


nn nm nn msn mms mms ses 


Pour cela, considérons une série divergente à termes positifs 


décroissants 
To Lite. + En...) 


telle que x, reste inférieur à un nombre fixe B et que la série 


soil convergente. (On pourrait prendre, par exemple, la série 


. I 
harmonique æ» — 2.) 
D’après nos hypothèses sur les x;, il sera possible de trouver 
un entier 920, tel que l’on ait 


[ro+mi+...+ on —]20|| se 


Prenons alors [w|= 2%, +.., [u,,| —2x,, les signes des quan- 
tités Uo, --., Un, étant identiques à celui de g5. 
On aura 
[uo+...+ Un, — &o] < B. 


Déterminons ensuite un nombre n,2n,+ 1 tel que l’on ait 


fœneti eee + Tn, — FAI <B, 
en posant : | 
, 3 L1= Li — Ui— Bug — No Une 
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Nous prendrons 
(no+1)|un#1l = Tny+1s .. Rilun| = Tn,, 
les signes des w étant celui de g'; on aura donc 
[CRo+ 1) Uni ++ Pi ün, — 81] < B. 
Et ainsi de suite; ayant déterminé wo, ..., Unyy ON déterminera 
un nombre 2p442 79 +1, tel que l’on ait 


[æm+1 x AC 1 Tnyxs — |Ep+1 [| < B, 
avec 
pri = Ep—Dlup—e— Rp(Np—i) (Rp P HN) Uny: 


Et l’on prendra 


(np+1).e (np p +2) | until = Tnt ces 
Np+1 +. -(Ap+#1 Re AU 1) | Unpas = Tny4s 


(ce qui est possible, car », est superieur ou égal à p +1), en choi- 
; ; ; k 
sissant le signe de g°,,, pour signe de Unis eee) Unis 
D'où 
[Crp+ 1)... (Ap—p +2)Un,Hi+e.. 
+ Apr. (re p+1 ALT LUnpai— Ep+1l £ B. 


En opérant ainsi indéfiniment, on déterminera tous les w. 
Or, on aura, en supposant |[@[<1, 


Uo+üi+...— So = Ur... + Un, — Lo 
A ass A EU art er sa SU +... 
Ao+ I Ai n(n1+1) 


La quantité entre crochets est plus petite que la somme de la 
série convergente “+ + ee STE 

Par suite, Ja valeur absolue du premier membre est inférieure 
à B+S. 

De même, on a en général, avec [8,[£1, 
(p +1)! 


1! 
4 + Ap+1 ce (Rp#t— P +) Unpar 


: t Tap+i+i | 
Lun A LE, Cri fn orhakid 15 EGP D 
en, &p+1 Ha 


P'up+ Up+itis— Sp =(Np+1)...(Rp—P +2)Unyi +... 


« 
ni 
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Comme les x; vont en décroissant, la quantité entre crochets 
est inférieure à la somme des termes de la série DE à partir du 


terme de rang 2h41 — Pp +1,et par conséquent inférieure à S. 

Le premier membre est donc inférieur en valeur absolue à B 4 S 
quel que soit p : nous avons bien un système de solution de nos 
inégalités (en prenant pour A le nombre B + S). Le théorème est 
ainsi établi. La démonstration prouve, d’ailleurs, que l’on pourra 
former une infinité de développements de la même espèce que 
celui que nous avions en vue. 


MÉTHODES D'INTERPOLATION. 


Formule d’interpolation de Lagrange. — Considérons une 
fonction f(x) dont on connaît les valeurs c,, c, ..., cn pour 
les abscisses æ4, 2, ..., æn. La formule de Lagrange permet de 
déterminer un polynome de degré n —1 qui prend les mêmes 
valeurs Li, Ca. Cr POUPT = Li da et Lan 


=n 


ns (x—m)(t— dr)... (2 — vin )(T — vin)... (@ = n), 
A => (cia)(ai—23).. (Ti Lin )(Gi— Tir)... (Gi 24) 


ë=1 


On serait tenté de croire que le polynome P(x) sera d’autant 
plus approché de f(x) que n est plus grand; car » est le nombre 
de points communs aux deux courbes y = f(x) et y = P(x). En 
fait, c’est ce qu'on suppose souvent en Physique, lorsqu’on exprime 
approximativement la loi d’un phénomène au moyen d’un nombre 
fini d'expériences par une relation de la forme y = P(x) où P(x) 
est un polynome (par exemple dans l’étude des dilatations). 

Si cette méthode était rigoureuse, on aurait là un nouveau 
moyen de développer une fonction en série de polynomes, et par 


un procédé très simple. as P(x) est de la forme 2R(2) où 


les polynomes R;(x) sont indépendants de la fuctiti f(æ) con- 
sidérée et peuvent être calculés une fois pour toutes: 

Il y a donc lieu de rechercher si |” ApDrOR ASE augmente avec ne 
Nous allons donner un exemple où c’est le contraire qui a lieu. 
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Nous montrerons ainsi que la formule d’interpolation de La- 
grange ne peut pas conduire au théorème de Weterstrass Cup 

Considérons d’abord une fonction qui soit nulle aux points 
d’abscisses 


_—(m— —(m—: 3 
ne A 


1, ; 
m m nm m m 


1 soi à À. ’abséisse Z. 
et qui soit égale à = pour l’abscisse —-: La formule d’interpola- 


tion de Lagrange fournira un polynome P,,(+) prenant les mêmes 
valeurs aux mêmes points 


€ +) (ee M) eue(e— E)(e— +) (of) (e 0 
NS ar er es Les 
REG GIE 


Supposons maintenant que m soit impair : m— 2q +1. Quel 


. . . , 1 PE “ 
que soit l’entier g, le point d’abscisse ; sera le milieu de l’un des 


2 m intervalles égaux séparés par les points d’abscisses 


TEA L 2 
13 — , .……., 0, — 9 9 CET) ls 
; m m m 


Considérons alors le polynome P,(x) sans nous préoccuper 


(‘) Cet important résultat, que je croyais nouveau lorsque je l'ai donné dans 
mon Cours, avait été obtenu antérieurement par M. Runge. J'ai eu connaissance 
des travaux de M. Runge sur ce sujet par une communication que M. Mittag- 
Leffler a bien voulu me faire au 3° Congrès international des Mathématiciens à 
Heidelberg, le 9 août 1904. Le Mémoire original de M. Runge : Ueber empirische 
Lunktionen und die Interpolation zwischen äquidistanten Ordinaten, a paru 
dans la Zeitschrift für Math. und Physik (t. XLVI, 1901, p. 229). M. Rungea 
exposé une partie de ses résultats dans un Livre à l’usage des ingénieurs : Theorie 
und Praxis der Reihen (Sammlung Schubert, Güsschen’sche Verlagsbuch- 
handlung. Lepzig, 1904). Parmi les beaux résultats obtenus par M. Runge, je 


citerai seulement le suivant : si l'on calcule la formule de Lagrange, pour la 
L 


1+ x! 
dans l'intervalle compris entre + 3, 63, mais qui diverge en dehors de cet inter- 
valle. On voit que cet exemple est bien plus simple que celui du texte. Je crois 
devoir cependant maintenir ce dernier, car le mode de démonstration employé est 
de nature à pouvoir rendre des services dans bien des questions analogues. Dans 
le mème ordre d'idées voir aussi ÉmiLe Borec. Méthodes et problèmes de la théorie 
des fonctions, p. 129 à 132. — P. Montez, Leçons sur les séries de polynomes 
d'une variable complexe, p. 49 à 65 (Collection Emile Borel). — M. FRÉCHET, 

: Sur un défaut de la méthode d'interpolation de Lagrange (Nouvelles Annales 
ï: de Mathématiques, juillet 1920, p. 241). M. Fréchet montre qu'une faible erreur 
sur la valeur de la fonction en un des points de base x; peut produire sur le 
polynome d'interpolation P,(z) une erreur arbitrairement grande. — Voir aussi 
SERGE BERNSTEIN, Sur les propriétés des fonctions analytiques réelles (Mathe- 
. matische Annalen, t. LXXV, 1914). 


fonction 


dans l'intervalle — 5, + 5, on obtient un résultat qui converge 
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pour le moment de la fonction qui lui a donné naissance. Nous 
allons montrer qu’on peut déterminer un nombre X tel que l’iné- 


Ph (:) | _ A, 


À étant une quantité quelconque donnée à l’avance (!). 
En effet, on peut écrire 


r.() | | 


Hs m(m —1) [ AN 7 2 (m—+a)(m+4)...(2m+r) 
 (m+i1)(m+2) | (m+i)(m+3)...2m 


galité nm > K entraîne 


lt 2m+3 om+5 5m+2 


à 00- mms 


DS ——— mm ————— 
m(m—2)(3m +1) m+Ii m +3 2m 


La première ligne du second membre est supérieure à 
m(m—1 : | Le SITE 
PR er LR qui tend vers 1 lorsque #7 croît indéfiniment. Par 
(m+i)(m+o2) 
L [7 2 
conséquent elle sera supérieure à spourm> h, si hk est assez 


grand. D'autre part, on a 


2m + 3 2m + 5 3m+2 3 
TRE RE near A dl anrereree dd 


m +1 m + 5 2m 2 


(a) 


I 
2 m(m—2)(3Mm+1) 


Par suite, on a pourm>h 


LA 


Le second membre croît indéfiniment avec m; on pourra donc 
déterminer 4 > h, tel que l’inégalité m > k entraîne 


Li 
ROIS 
Ceci étant, considérons une suite de courbes C4, Ce, Cs, ..., 
définies de la façon suivante. La courbe C, est une courbe con- 


(:) Nous avons pris le point © pour simplifier, on pourrait raisonner de la 


à , à 1 : ; 
même manière sur le point d’abscisse ni étant un entier quelconque fixe. 


REPRÉSENTATION DES FONCTIONS CONTINUES. rh 


tinue qui coïncide avec Ox en dehors de l'intervalle (=, ! }et 
Li RT) 
1 


qui a un maximum égal à a au milieu de cet intervalle. 


On pourrait prendre, par exemple, dans cet intervalle, la courbe 


I : T I 
F = gps Sin $P+! E (a za) 


Nous allons, à l’aide des courbes C,, définir une courbe T ; nous 
appellerons Il, r(æ) le polynome de Lagrange qui prend les 


Fig. 1. 


Ci 


ol 
oJ- 


As 
3 


mêmes valeurs que les ordonnées de la courbe FT aux points 
d’abscisses (!) : 


HAAPTS I) 


3P 


(3P—0) CEE 
— ——— ) CE ; I. 


96 3P 


FR » 


Je vais montrer qu’on peut trouver une courbe T continue 

, entre — 1 et +1, telle que la courbe y =1l,,r(x) n’ait pas pour 

limite T lorsque p croît indéfiniment. Cela prouvera bien que la 

formule d’interpolation de Lagrange ne donne pas une approxi- 
mation croissant avec le degré du polynome employé. 

Il suffit de montrer que l’on peut choisir F de manière que 


U,,r (2) ne tende pas vers le point de T d’abscisse 2. Or, remar- 


2 
. quons que l’on a 
[p,Cy1(Z ) SE P3r(x) 


en employant les notations précédentes. On peut donc prendre 
un nombre k, de façon que l’on ait 


Im,c,(2)]>24 Pour pe he 


—— 
: 
(1) On aurait un raisonnement analogue en divisant le segment — 1, +1 en 


intervalles de longueurs (2q +1), g étant un entier quelconque fixe. 
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‘ 


, , L 
Deux cas pourront alors se présenter : ou bien I,54, (:) ne 
» QT 


LA | L [ 
tend pas vers zéro (ordonnée de Ci, Cas re: pouteE 2) 


lorsque (h, restant fixe) p croît indéfiniment et alors la propo- 
sition est démontrée en prenant pour F la courbe C, ; ou bien 
alors on peut déterminer ua nombre r, tel que l’on ait 


1 \ 
We () 


Soit maintenant À, un nombre entier supérieur à L, et r,. Consi- 


Se pour p > ri. 


dérons la courbe C, , formée des sinusoïdes qui figurent dans C, 


et Cp-1(p—12Zh2) et de l’axe Ox dans le reste de lintervalle 
: : x , I 
(— 1, +1). La courbe C,,, sera continue; son ordonnée en x = = 
2, à 
sera nulle et l’on aura 
Up, p = Hp,Cns + Hp,Cpa° 


D'ailleurs, on a 


Le (:) re Ex 

puisque 
< P>he> ri 
et 
pe (br 

puisque 

P—12he> hi. 
Donc 


1 A 
mes, G)]>24—2 


| ; : dr: 
Deux cas pourront alors se présenter : ou bien H, 6, (i) ne tend 
‘AT 


pour p— 12h32. 


pas vers zéro lorsque p croît indéfiniment et alors le théorème 
est démontré en prenant pour F la courbe C,4,, ou bien on pourra 
déterminer un nombre. r; tel que l’on at 


Wa (:) 


On prendra alors un nombre k, supérieur à h, et r:, ét l'on fôr- 
mera une courbe C;,, formée des sinusoïdes qui figurent dans C,,, 


A 
<< — pour p > ro. 


2? 
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C;, et Ch_1, (p—12h;) et qui coïncide avec O x dans le reste de 
l'intervalle. Et l’on recommencera sur C;,, le même raisonnement 
que sur Gr Alors, on voit que deux cas pourront se présenter. 
Ou bien, au bout d'un nombre fini x d'opérations, on trouvera 
une courbe C,,, continue entre —1 et +1 d’ordonnée nulle 


l ï 
enæ—>et telle que lc», (2) ne tende pas vers zéro lorsque » 


croît indéfiniment et alors le théorème sera démontré. Ou bien, 
la suite de courbes C, ;, sera telle que l’on ait, quel que soit n, 


L À 
HEC (i)f>ea-i hs 
AAA « 


La courbe C, ;, est d’ailleurs formée de sinusoïdes qui figurent 
dans C,, C,, -.. GC, et de Ox dans le reste de l'intervalle — 1, 
+ 1. Considérons alors la courbe T formée des sinusoïdes C;,, C;,, 
Cs, + Cr, -.., et de Ox dans le reste de l'intervalle (— 1 +1). 
L'ordonnée y de T est une fonction de æ évidemment continue 
pour æ/<o. Elle est aussi continue pour æ—0, car y —=0 
pouræ—oet|y|<|x] dans tout l'intervalle. De plus, l’ordonnée 


de Test nulle pour x — =. 11 suffit donc, pour démontrer le théo- 


rème, de faire voir que I, r (=) ne tend par vers zéro lorsque p 


croît indéfiniment. Or ceci est bien évident, car, d’après la dis- 
position de la courbe F, on a 


Ui,4,7 (tr) = [ion 5, (2) 


. . . I 
quel que soit ». Par suite, l’expression Il,r (a) ne peut tendre 


vers o (!) puisque sa valeur absolue reste supérieure à A ROUE une 
infinité de valeurs de p : 4, OUPS Ras pr 2 


Formule générale d’interpolation. — Nous allons maintenant 
montrer qu’on peut remplacer l'emploi de la formule de Lagrange 
par un autre procédé d’interpolation, à la vérité plus compliqué, 


(:) D’après la remarque que nous avons faite, il y a même une infinité d’abs- 


2 L ù 
cisses : — en lesquelles la courbe y =, r (æ) ne tend pas vers la/courbeT. 


” 
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mais qui offre l'avantage de fournir une approximation indéfi- 
niment croissante. Pour préciser : on peut former, une fois 
pour toutes, des polynomes P,,,(x) qui jouissent de la pro- 
priété suivante. Etant donnée une fonction f(x) définie et 
continue entre oet1,ona 


\ 


Fe) = + (Ms i)+e. + (Un — UMys) +... 


Ug = Y'y(2) Pp,g() 
p=0 


et la série de polynomes qui représente f (x) converge unifor- 
mément entre o el 1. 

En d’autres termes, la connaissance des valeurs de la fonction 
continue pour les valeurs rationnelles de la variable permet 
d'écrire immédiatement les polynomes d’approximation, au 
moyen des polynomes P,,(x), calculés une fois pour toutes 
indépendamment de toute fonction particulière. ; 

Nous démontrerons ce résultat en introduisant les fonc- 
tions @p,g (&) Continues entre o et 1, qui sont définies par les 
égalités suivantes (en supposant p £ q) : 


en posant 


2p,g(T)= 0, pour ox 2— et pour æ2 2; 
Pp,g(T)=+qQ2—p+1, pour — £x< £ ; 
Op,g(T)=—qz+p+i1, pour : <a. 


On déterminera ensuite les polynomes P,,, (x) de façon que l’on 
ait, entre oet 1, 
Li 
lop,a(t) — Pp,g(t)1< FTÉ 
Alors, on aura 


Ph,a(Z)= Pp,g(æ)+ a Ep,a(Z) avec [ep,g(æ)| 1. 


D'où 
Uy = Pg + 87 
en posant 
r=q 5 PE - 
vez Dy(S)rrate Eg = gs 2 (Gate 
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Il me suffira de montrer que ®, el :, tendent uniformément 

vers les limites f(x) et o lorsque gq croit indéfiniment. Or | f(x) 
? 


est borné entre o et 1. Soit |f(x)| < M, on aura 


le 
le <MÉEE- 


Donc :,(x) tend uniformément vers zéro 
D'autre part, soient x un point quelconque entre o et 1, et q un 


à 
entier quelconque ; on ji toujours trouver un nombre P <q; tel 


) 


que l’on ait 
Pis € P 
< T RER 16 
q q 
On a donc 
x = “a Al 
q 
avec 
0<0<1, 
et 
P0,g — 0, *, Dp—1,g — 0, 
CN ET mL © p+1,9 = 05 Pr Dy,g = O 
avt PS, Rs 
ur) tr; 


D'où 


Or on peut prendre le nombre g assez grand pour que l'inéga- 


lité 
|æi— | RE q 


NA 
w 


[f(x1) —f(æ2)| <e 
10] 


entraine partout 
( F 
q 


\ 


et, par suite, 
7) = 00 [r(2) rc] 0f7 


Autrement dit, D,(x) tend uniformément vers f(x) 
Par suite N,(x) tend uniformément vers f(x) et la série 


M+ D (Ugly) 
6 


converge uniformément vers f(x) 
Il est d’ailleurs clair que l’on pourrait, dans ce qui précède, 


E. B. 
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remplacer l’ensemble des nombres rationnels par un ensemble 
dénombrable partout dense quelconque. L'extension à n variables 
est immédiate. 
Pour les applications, il serait très intéressant de calculer efec- 
tivement les polynomes P,,,(æ) au moins pour les petites valeurs 
de p et de qg (!). Pour faire ce calcul, on pourrait employer l’une 
quelconque des démonstrations du théorème de Weierstrass. On 
aurait ainsi des formules d’interpolation applicabies à toute fonction 
continue avec un succès certain. On peut s'arranger de manière 
que ces formules soient dérivables, lorsque les dérivées existent. 
(Voir une Communication de M. E. Borel, dans les Comptes 
rendus du III Congrès international des Mathématiciens.) 


Méthodes d’approximation de Tchebicheff (?). 


Les méthodes de représentation des fonctions par des séries de 
polymomes peuvent être comparées à celles qui permettent de 


représenter un nombre quelconque par la limite d’une suite de 


nombres rationnels. Dans cette dernière question, la considération 
des fractions continues permet d’obtenir une représentation uni- 
voque d’un nombre donné. De plus, en s’arrétant à une réduite 
quelconque, on obtient une fraction qui représente une approxima- 
tion supérieure a celle qui est donnée par toutes les fractions dont 
les termes ne sont pas plus simples. 

Un progrès analogue peut être obtenu, dans le problème qui 
nous occupe, par la méthode de Tchebicheff. Son objet est le sui- 


(*) On trouvera dans le Mémoire de M. H. LeBesque, Sur les intégrales sin- 
gulières (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1909, p. 108, 109) 
une méthode générale permettant de former effectivement les polynomes P,,, (z). 

(?) Voir Touesicuerr, Sur les questions de minima qui se rattachent à la 
représentation approchée des fonctions ( Bulletin de la Société physico-mathe- 
matique de l’Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XVI, 
1858, col. 145-149; Mémoires de l'Académie impériale des Sciences de Saint- 
Pétersbourg, t. IX, 1859, p. 201-291). 

La méthode de Tchebicheff a été reprise et rendue rigoureuse par M. Pauz 
KIRCHERBERGER, /naugural-dissertation : Ueber Tchebychefsche Annäherungs- 
methoden, Gëttingen, 1902. Nous avons utilisé dans cequisuitcetimportant travail : 
— M. Frécuer, Sur l’approtimation des fonctions continues périodiques par 


des sommes trigonométriques limitées (Annales de l'École Normale, 1908, 


p. 43 à 46). — DE LA VALLÉE Poussin, Leçons sur l'approæimation des fonctions 
d'une variable réelle (Collection Émile Borel), Chap. VI et VII. On trouvera 
dans le Chapitre VII l'extension de la méthode au cas des expressions trigonomé- 
triques finies. — SERGE BeRNsTEIN, Leçons sur les propriétés extrémales. Pour 
l'extension de la théorie au cas des fonctions d'une variable complexe, wair 
P. MoxTez, Leçons sur les séries de polynomes d'une variable complexe, P. 66 
à 72 (mème Collection). « r 


1 
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vant : étant donnée une fonction f(x) continue dans l'inter- 
valle (a, b), chercher s’il existe un polynome approché N(x) 
donnant une approximation supérieure à tous Les polynomes 
de méme degré n. 

Pour préciser cette question, considérons un polynome de 
degré n:P(x)—A52z"+ A,x"1+..,.+ A, et posons 


J = f(x) —P(z) 


La fonction | y | est continue dans l'intervalle (a, b), elle ÿ atteint 
donc au moins une fois son maximum mn. Lorsque le polynome P(x) 
varie en conservant le même degré, m varie également; c’est une 
fonction de A,, A4, ..., À, : m(A,, A,, ...,A,). C’est même 
une fonction continue, car on peut faire varier assez peu les quan- 
tités As, A, ..., An, pour que |y| varic de moins de € dans tout 
le domaine limité (a, b) et par suite pour que m varie aussi de 
moins de €. 

D'ailleurs, m est positif ou nul; si même, comme nous le ferons 
maintenant, nous supposons que f(x) ne coïncide pas entre a 
et b avec un polynome de degré x, m sera certainement positif. 
Par suite, l'ensemble des valeurs de m, lorsqu'on fait varier 
Ag; :-., An de façon quelconque, à certainement une limite 
inférieure pu. Il s’agit de savoir si cette limite inférieure est 
atteinte pour un polynome déterminé de degré n : 


(zx) = 402 "+...+ an, 


que nous appellerions polynome d’approximation de degré n. 

La foncuon m(As, ..., A,) étant continue atteint certaine- 
ment sa limite inférieure y’ lorsque A,, ..., À, varient dans un 
domaine borné et fermé quelconque (c’est-à-dire, en particulier, 
lorsque les À; restent entre des limites finies données). Mais, en 
général, x' sera supérieur à p. 

Pour tourner cette difliculté, nous allons montrer qu’on peut 
déterminer des limites pour les A, telles que, en désignant par p 
la limite inférieure de m lorsque les À restent entre ces limites, 
on ait certainement p'= pu. ? 

Observons d’abord que p est au plus égal au maximum M 
de |/(x)| dans l'intervalle (a, b). Car on a 


u <m(o, 0, 0, ..., 0) = maximum de |f(x)—o| dans (a, b) = M 


Par suite, on ne change pas le problème en se restreignant aux 


ir de degré n pour lesquels on a »m <M. Or ces polynomes 
_ sont tels que les variations de leurs coefficients sont bornées. En 


” 
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effet, seit P(x) l'un d’eux; on a entre «à et b 
[P(æ)|£|f(æ)| + ]1P(x) — f(æ)| SM + m, 
et pour les polynomes que nous prenons : »m£M; donc 


IP(æ)|£2M 
entre « et b. 
Dès lors, on pourra écrire tous ces polynomes sous la forme 


| in (æ—æo)...(æ— vi 1)(T —Gira)...(æ —æ») 
P — D A DR SRE TURN A EE DE RE AS BU 
(x) 27° (ti— do)... (di—tin)(di—Zin)...(æi=æn) 


OÙ Toy Li =.) Tn SOnt n + 1 abscisses fixes comprises entre & 
ét bet où, les yirestent en valeur absolue inférieurs à 2 M. 
Nous emploierons la notation (due à M. Poincaré) 


Bor+...+B,<Bizt+...+B, 
(en supposant B',, ..., B, tous positifs), pour indiquer que l’on a 
1BAIESB (P=0, Cu) 


Nous aurons alors 
Dirt)... (æ—+ lri1l)(æ + ri)... (æ + lzal). 


_ [(œi—2o)...(ri— tin )(ri— tin)... (ti) 
1 —= 1 


P(x) <2M 


Le second membre est un polynome dont les coefficients sont 
fixes, Moxæ*+...+M,. Par conséquent, on a, pour tous les 
polynomes considérés, 


(4) FA EM D ATEN 


Par suite, m(A5, A, .….., À,) atteint sa limite inférieure 4 pour 
au moins Un point (2, 4, ++, Un) du domaine D (‘) défini par 
les inégalités (4). 

Ainsi, il existe bien au moins un polynome d’approximation 
de degré n : H(r)—=apx"+...+ an. Ceci montre en même 
temps que y est positif; Sans quoi, si y était nul, f(x) serait iden- 


(*) Ce raisonnement n'exclut pas l'hypothèse où a,—0o, c’est-à-dire où le. 
degré du polynome H(x) serait inférieur à x. Nous le considérerions encore 
comme de degré x avec un premier coefficient nul. 


. 
À 
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tique entre a et b à un polynome H(x) de degré », ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 


Nous allons démontrer maintenant une propriété essentielle 
des polynomes d’approximation : // existe un seul polynome 
d’approximation de degré donné n pour la fonction con- 
tinue f(x) dans l'intervalle (a, b). 

Nous savons déjà qu'il en existe au moins un : I(x). Posons 
> =.f(x)—NM(zx). La fonction continue |y| atteint son maximum y 
pour au moins une valeur de x dans l'intervalle (4, b). Soient &« une 
telle valeur et 6 la valeur correspondante de y; on a f—+u. 
Appelons A! l’ensemble des points 4 pour lesquels f/— y et A" 
l’ensemble des points &’ pour lesquels on à $'=— —u; l’un au 
moins des ensembles A, A" n’est pas nul. Ces deux ensembles 
sont évidemment fermés puisque y est continu. D'autre part, on 
peut trouver un nombre 2 tel que l’oscillation de y soit infé- 
rieure à un nombre positif s < y dans tout intervalle de longueur 
inférieure ou égale à 20, compris dans (&, b). 

Par suite, dans tout intervalle I de longueur à ayant pour milieu 
un point &/ il n’y aura aucun point &”: De même dans tout inter- 
valle J de longueur à ayant pour milieü un point &” il n’y aura 
aucun point &’. Enfin, on pourra former autour de tout point y 
qui n'appartient ni à À’, ni à A", un intervalle K ayant ce point 
pour milieu et qui ne contient au sens étroit aucun point de À 
ni de A”. D'ailleurs tous les points de (a, b) sont chacun intérieurs 
au sens étroit à au moins un intervalle I, J, K. Par suite, on peut 
former un nombre fini Æ de ces intervalles tels que chaque point 
de (a, b) soit contenu au sens large dans l’un au moins d’entre 
eux et il en sera de même des intervalles contigus qu’on obtient 
en supprimant dans les Æ précédents leurs parties communes. 
Cela fait, si deux intervalles consécutifs ne renferment ni l’un ni 
l'autre aucun point de A’ (ou aucun point de A”), on réunira ces 
deux intervalles en un seul; après avoir fait cette opération aussi 
souvent que possible, on se trouvera avoir divisé le segment (a, b) 
en un nombre fini d’intervalles consécutifs, L,, L,, ..., L,, qui 
ne contiennent chacun au sens large que des points d’un seul des 


. ensembles A’ et A”, et tels que deux intervalles consécutifs ren- 
_ ferment des points l’un de A', l’autre de A”. 
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De plus, si L, renferme des points de A’, L,,, des points de A", 
la distance du dernier point de A! contenu dans L, au premier 
point de A" contenu dans L,,, est supérieure à 20. Par suite on 
peut supposer que l’extrémité commune des deux intervalles L,, 
Ly4, n’appartienne n1 à A’, ni à A"°et que sa distance aux points 
de (A!+ A") soit supérieure à à. D’ailleurs il pourrait arriver 
qu'il n’y ait qu’un seul intervalle L qui serait (a, b). 

Le raisonnement précédent s'applique quel que, soit le po- 
lynome H(x). Lorsque (zx) est un polynome d’approximation, 
je dis que le nombre p des intervalles L est supérieur à n +1. 

En effet, soient a, &,.Ë,, ...,£,_1, b les extrémités de ces inter- 
valles, et considérons le polynome (+) 


Q(r)=n(r—6:)...(2 — Ep). 


Je dis que si p—1=n, on peut trouver un polynome R(z) de: 
degré n pour lequel le maximum m de |f(æ)—R(x)| soit 
inférieur au maximum p de |y|=|f(x)—H(x)|. En effet, 
si p—1£<n, Q(x) est de degré nr au plus et par suite aussi le 
polynome : R(x) = {(x)— Q(x): Or Q(zx) ne change de signe 
qu’en passant d’un intervalle L, à l'intervalle consécutif L,,,. Par 
suite, on pourra choisir le signe de n de façon que Q(æ) soit 
positif dans tout intervalle L, qui ne contient que des points æ!et 
négatif dans les autres. 

D'autre part, dans tout intervalle 1, on a 


p—e<f(x)—N(xz)£y 


et, comme aucun intervalle I ne contient de points E;, on a, dans 
tous ces intervalles, 


nt <IQ(x)| <[n[(db — a}r=1. 
Enfin, Q(zx) est positif dans tout intervalle E (car tout intervalle I. 
est contenu dans l’un des intervalles L qui contiennent des 


points «/). Alors, si l’on a pris|n| < G RES 


api’ 0n aura, dans tous 


les intervalles I, 


0 < f(x) —N(z) —Q(z) <p— Inlèrt, 


(*) Dans le cas où il n’y aurait qu'un seul intervalle L, on prendrait Q(z)=n. 
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De même, on aura, dans les intervalles J, 
— (u—InlôP-1) < f(x) —R(x) < 0. 


Enfin, appelons E l’ensemble des points de (a,.b) qui ne sont 
intérieurs au sens étroit à aucun intervalle I ou J. Les valeurs 
de |y|=|f(x) —TM{(x)|, pour les points de cet ensemble, sont 
limitées supérieurement et la limite supérieure p/ est certaine- 
ment inférieure à p. Car cette limite supérieure y! est atteinte, 
soit en un point extérieur aux intervalles I et J, soit en une 
extrémité de ces intervalles, mais jamais en un point intérieur au 
sens étroit à un intervalle I ou J, comme le sont les seuls points 
où |[y|= 1. Par suite, en tout point de l'intervalle (a, b), la fonc- 
tion |f(x)—R(x)| est inférieure à l’une des quantités —[|n|2?"! 
ou p<u. Donc Il(x) n’est pas un polynome d’approximation 
de degré n._ 


Réciproquement, soit un polynome P(x) de degré n et m le 
maximum de |y| en posant y — f(x) —P(x). Formons les inter- 
valles L correspondants. S'ils sont en nombre supérieur à 7 +1, 
il n’y a pas de polynome P,(x) d'ordre n, distinct de P(x), 
pour lequel le maximum m, de | f(x) — P,(x)| soit inférieur ow 
même simplement égal à m. En effet, dans chaque intervalle L, 
[y] atteint au moins une fois son maximum. Soient donc, par 


exemple, 
‘ CAC TH COTE NEA 


des abscisses en nombre supérieur à n +1 pour lesquelles y 
prend les valeurs m, — m, m, — m, .... Si l’on a m,£m, le 
polynome de degré 7 non identiquement nul 


Y(æ)= CREER ES CAD F4 Ge) 
prendra en «', a", ... des valeurs 
a Y(ai)Zo, Y(æ1)£o, Y(a)20, ee 


Ces conditions, en nombre supérieur à n +1, impliquent 
toujours l'existence de n +1 racines inégales ou égales pour 
d(æ), ce qui est impossible. Donc d(x) est identiquement nul, . 
c’est-à-dire que P,(x) est identique à P(x). | 


L12 
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De ce qui précède il Cédire d’abord qu’il n'existe Jamais 
qu'un seul polynome d’approximation de degré n. [l résulte 
aussi que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un po- 
lynome de degré n soit un polynome d’approximation est que 
le nombre des intervalles L soit supérieur à n +1. 


Étant donnée la fonction f(x) continue entre a et b, il existe un 
polynome d’approximation déterminé pour chaque valeur du de- 
gré n. Soit ,(x) ce polynome et pu, le maximum de | f(x) —1,(x)| 
dans l'intervalle (a, b). Si l’on suppose que f(x) ne coïncide 
entre & et b avec aucun polynome, 1, est une fonction univoque 
et positive de n. C’est même une fonction qui n’est jamais crois- 
sante. Car H,(x) peut être considéré comme un polynome de 
degré n +1 et, par suite, on a Un2 Un+s. Les nombres Un ne 
croissent jamais et restent posilifs : is tendent donc vers une 
lémite À. Le théorème de Weierstrass (qui a été obtenu posté- 
rieurement aux travaux de Tchebicheff) nous apprend que cette 
limite est nulle. En effet, dans le cas contraire, il n’y aurait. 
aucun polynome P(x) tel que l’on ait dans tout l'intervalle (a; b) 


HOOIES 


ce qui est contradictoire avec le théorème de Weierstrass. : 

Nous avons observé que le degré de N,(x) pouvait être infé- 
rieur à n;.soit mA le degré de Il,; mn est nécessairement une 
fonction de » qui n’est jamais décroissante. De plus, on ne peut. 


le 


avoir Mn = May QUE Si Un = nu. Or, lorsque x croît indéfimi- 
ment, pn est toujours positif et tend vers zéro; par conséquent, 
un décroit en passant à un}, pour une infinité de valeurs de » | 
(sinon pour toutes). Par suite, m, croît (et d’au moins une unité) 
pour une infinité de valeurs de ». Donc le degré Mn de CE 
croît indéfiniment avec R. hé 
Enfin, on voit que la série de polynomes dont la convergence 
uniforme vers f(x) est la plus rapide pour des degrés successifs 
donnés sera la série | Dale "Ta 


Di + (To — M) + (M3 — Ma) +... + (0-1) AT 7: 

ee ya" 

qui présente le caractère de représentation univoque que nous 
avions voulu obtenir. Toutefois, observons que la Re Lei 


” 


de|s|est au plus égal à celui de [g(z) — 
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entre le développement et la fonction ne se poursuit pas dans tous 
ses détails. Ainsi, la somme des polynomes d’approximation de 
degré n de deux fonctions continues n’est pas toujours le poly- 
nome d’approximation de la somme de ces deux fonctions. 


En utilisant le théorème de Weierstrass on peut arriver à cal- 
culer avec autant d’approximation que l’on veut les polynomes 
de Tchebicheff. La méthode peut ainsi être utilisée pratiquement 
pour la représentation effective en série de polynomes. 

Pour le voir, nous démontrerons d'abord que la correspon- 
dance entre une fonction continue et son polynome d'approxima- 
tion de degré n, est continue. 

Autrement dit, soient 


H,(r)= or" + ai +... + a, 


(x) + AIT, (æ) = (ao + Ato)æ" +. ..—+(an—+ Aa), 


les polynomes d’approximation de degré n de deux fonctions f(x) 
et g(æ) continues dans l'intervalle (a, b). Je dis que, à tout 
nombre positif n, on peut faire correspondre un nombre e tel 
que l’inégalité 

f(x) —8(r)l<e, 
supposée vérifiée dans tout l'intervalle (a, b), entraine 


[Amon Jam<m ce, [aul<n. 


En effet, soit p le maximum de|y|en posanty=f(x) — H,(x). 
Si l’on écrit aussi 3 — g(x) — MOULES — AN,(x), le maximum 
; puisque Hat ATT, 


est le polynome d’approximation de g. Fe on à 


Lee) Ha(æ) lg Ce) — fa) +lf(e) + Ma(a)l< à + 8 


Donc PES entre «& et b. 

D'autre part, formons les A TER L relatifs à y. Il yena 
un nombre fini KZ n+1. On pourra prendre un point dans 
chacun de ces intervalles de facon que les valeurs correspon- 
dantes de 3 pour les abscisses 


pe : 2 33 
BL An LA LU Le, L'Aprr Lee 


” 
ü 


‘“ 
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soient alternativement + 4 et — 41. On aura donc, à Ja fois, 
—p—e< ga) — Ua) — Alu) <H+E, 
— es < fai) — ga) <e, 
(—1iu = Una) — fai) =(—i)p (EST. 2,250 POSER 
D'où, en ajoutant membre à membre, 
(—1u—p—9os <—All}(a) <(—i)pu+p+02e, 


ou 
AAN,(a)>—2e, Allh(a)<+2e, Allh(as)>—2e. 


Je vais montrer maintenant que l’on a nécessairement 
[AU,(æ)| < 2€ 


pour tous les points de l’un au moins des intervalles a; a, tas, 
Lys +. Any Any2. IL me suffira de faire voir que dans le cas 
contraire le polynome All,(x) de degré » aurait au moins n 
maxima où minima distincts, ce qui est évidemment impossible 
puisque la dérivée de AIT, est de degré (n — 1). 

Supposons donc qu’il RS dans chacun des intervalles indi- 
qués, au moins une valeur a!, &,, ..., «,,, de æ pour laquelle on 
ait [AN,(æ)| > 2e. | 

Si l’on a AM,(æ«,)<—2e ou All,(a,) << —2e, comme on 
a AN; (a) > — 2e et Al,(o3) > — 26, il y a un minimum de All, (x) 
atteint dans l'intervalle 4, «3. Sinon, on a. 


ATI; (a) > 2e, Allh(a)> 2e et  Al}(a)<2e; 


il ya donc encore un minimum entre à, et «3. 
De même, si AN, (œ,) > 2e ou AH; («,) > 2e, comme on a 


ATh(@) L2e et AT, (a) < 26, 


il y a un maximum entre & et 4,; sinon on a AIT, (x,) << — 2e, 
ATlh(a,) << —2e et All,(a;)> —2e et il y a un maximum 
entre æ, et 4,. Et ainsi de suite : il y a alternativement un mi- 
nimum, puis un maximum dans chacun des n intervalles &,@, 
Lo Lys, As A5 se)" An Ln+9- 

Aïnsi, il est bien prouvé qu'il existe un intervalle H;:(4;, aix) 
dans lequel on a constamment |[AN,(x)| < 2e. 


de 
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Lorsque g(æ) varie en restant tel que l’on ait|f(x)—g(x)| ae, 
AT, varie, mais l'inégalité [AIT,(x)| 2e est toujours vérifiée dans 
l’un au moins des nr + 1 intervalles H,,H,,....,H,,, sans que ce 
soit nécessairement toujours le même. Prenons n? + 1 points fixes 
(à) (A (ë) 


dans chacun des intervalles H; : 3°, 2, ..., x®,, 
toujours mettre AT, (x) sous l’une des n + 1 formes 


on pourra 


(ë) 


Yi(æ) = > u® (æ — x ).. .(r—x}), MT — æj: (2— DL 


A en 0, 
Ga) Ga) af) 2 Ga) 


(Er En Fa) as avec [ul l<2e. 

Or,ona 

_d(x) € 2:( MO a+... + MY), 
avec 
4 k=n<+1 : à 
M nr + M — (+ |z]).. .(e+|r)2 en EE 
0 Te sve NES Thai) na) 1) —2p, x — r® )| 

metz |(xy 2P)... (a —xhi)(2)) Th n+i 
R = 


Les quantités MY sont des nombres positifs fixes indépendants 
de la fonction g(x); soit N le plus grand de tous; N est indépen- 
dant de g(x) et de e; on peut donc prendre + de façon que l’on 
ait 2eN < n, quel que soit le nombre positif donné d’avance 1. 


. Par suite 
A, (T) € n(zr+ arc i+...+ 1). 


C’est ce qu’il fallait démontrer; on en déduit en même temps 
que dans l'intervalle (a, b) on aura L 


[AM (æ)| < er ci—-1+,,,+1), 


Le en supposant c>{b|, c>{al. 


Par suite, en prenant n assez petit, on pourra rendre le premier 
membre inférieur dans (a, b), à une quantité positive donnée #/. 


Revenons à l'application que nous avions annoncée. Étant 
donnée la fonction f(x) continue dans (a, b), on peut prendre 
pour fonction g(æ) un certain polynome P(x), d’après le théo- 
rème de Weierstrass. Or la recherche du polynome d'approxima- 
tion N,+ AN, d’un polynome donné P(x) est évidemment un 


r 


eu 
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problème algébrique que l’on pourra toujours résoudre par des 
moyens d’ailleurs plus ou moins compliqués, sur lequels nous ne 
nous étendrons pas. 

On obtient ainsi les coefficients du polynome d’approximation 
I, de f(x) avec une approximation inférieure à un nombre 
quelconque ñ donné d’avance. Ceci revient à dire que l’on sait les 
calculer. Ainsi, lorsqu'une fonction continue est donnée de telle 
manière que l’on sache calculer les polynomes approchés de 
Weierstrass, le calcul des polynomes d’approximation de 
Tchebicheff n'exige que des opérations algébriques. 


CHAPITRE V. 


REPRÉSENTATION DES FONCTIONS DISCONTINUES 
PAR DES SÉRIES DE POLYNOMES. 


Nous avons vu que la somme d’une série de fonctions conti- 
nues dans un intervalle (a, b) peut être une fonction discon- 
tinue (p. 38). Nous avons vu aussi que la somme d’une telle 
série peut être représentée par une série de polynomes qui con- 
verge dans (a, b). 

Par conséquent, le théorème de Weierstrass (p. 51) n’admet pas 
de réciproque. On peut seulement observer que, si une fonction 
discontinue est représentable dans un intervalle (a, b) par une 
série de polynomes, cette série ne converge pas uniformément 
dans (a, b); elle n’y converge même pas quasi-uniformément 
(p- 42). | 

Il est naturel, maintenant, de chercher à étendre à des classes 
de fonctions plus vastes que celle des, fonctions continues les 
méthodes d’approximation par des polynomes (!). 

Le procédé le plus simple consiste à trouver une fonction con- 
tinue de x, f(æ, €), qui tende vers la fonction donnée f(x), 
lorsque < tend vers zéro. On pourra ensuite déterminer un poly- 
nome P(x, e) tel que l’on ait, dans l’intervalle (a, b), 


z IfCz, 5) — P(zx, e)| Aer 
Par suite, on aura 
Pre) 72; ed-File 


(:) Pour tout ce qui concerne les fonctions discontinues, je ne puis mieux 
faire que de renvoyer aux Leçons sur les fonctions discontinues de M. Baire, 
publiées dans cette Collection. M. Baire faisait son Cours au Collège de France en 
mème temps que je faisais le mien à l’École Normale, et j'ai été bref sur les parties 
qu’il traitait. On sait d'ailleurs quelle autorité ses travaux si profonds et si 


” personnels ont conféré à M. Baire dans ces questions. 


++ 
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avec 
Lou, 
et P(x, e) tend vers f(x) lorsque « tend vers zéro. On peut donc 
écrire 


x Ï I 
(r)= Prior) AP — ]— P(x, Arte 
AT) (LT) | (z :) P(æ, 1) 


+ [P(e Ps ——)|+ 
; h ) LE SE 

De plus, on voit que si dans un intervalle partiel (&,b,), 
f(x, e) tend uniformément vers f(x), la série convergera unifor- 
mément vers f(x) dans ce petit intervalle. Si l’on désire qu’elle 
converge de plus absolument dans un intervalle on utilisera la 
remarque de la page 66. 


Fonctions discontinues en des points isolés. — Considérons 
d'abord une fonction f(x) continue dans l'intervalle (a, b) sauf 
aux points d’abscisses æ,, Z2, ..., æn. En prenant € suffisam= 
ment petit, elle sera continue dans le domaine D formé par ce 
qui reste de l'intervalle (a, b) lorsqu'on enlève les segments 
si(æi—<, æi+e). Nous allons maintenant former une fonction. 
f(x, €) continue dans tout l'intervalle («, b), coïncidant avec f(x) 
dans le domaine D et qui tende vers f(x). Pour cela, supposons 
d’abord que la fonction f(x) soit bornée entre à et b; alors f(x) 
a une certaine valeur finie en x;. Soient À, A, B les points de la * 
courbe y = f(x) qui ont pour abscisses 2; — +, æ; + e, æi. Nous L 
prendrons pour les portions de la courbe y = f(x, €) comprises 
entre les droites : æ = 2x;—e, x —2;+5, les droites AB, BA’. 
Et de même dans tous les segments 5. La fonction f(æ, s) ainsi 
définie est continue dans (a, b)et tend vers f(x). Elle tend même à 
uniformément vers f(x) dans le domaine D qui correspond à une 
valeur déterminée quelconque de e. LCR 

Si, pour une abscisse x;, la valeur de la fonction f(x) était + %, 


} r 
on prendrait pour ordonnée du point B le nombre + “ 


Fonctions dont les discontinuités JE un ensemble 
dérombrable E. — Il n’est pas évident qu'on puisse trouver une 
fonction dont les discontinuités forment un ensemble dénom- Se 


brable quelconque. 
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Ainsi, à un point de vue analogue, on sait que l’ensemble à deux 
dimensions des singularités d’une fonction analytique au sens de 
Weïerstrass est un ensemble fermé. Il y aurait donc lieu de se 
demander si le seul fait d'imposer à une fonction réelle certains 
points de discontinuité sur l’axe Ox n’entraîne pas à lui seul 
l'existence d’autres points de discontinuité. 

Cependant nous allons montrer qu’on peut considérer un 
ensemble quelconque E de points sur l’axe O x comme ensemble 
de points de discontinuité, lorsque cet ensemble E est dénom- 


brable. En effet, soient &,, &2, &s, ..., an, ... les abscisses 


des points de E. Appelons f(x) la fonction qui est égale à = 


pour æ = &, et qui est nulle pour les points 4 qui n’appartien- 
nent pas à E. Cette fonction admet comme points de discontinuité 
les points de E et ces points seulement. En effet, dans un inter- 
valle (ay —h, an + h) si petit qu'il soit autour de a, il y a des 
points « (sans quoi E aurait la puissance du continu). Par suite, 
l'oscillation de f(x) au point a, est certainement supérieure ou 


égale à —- Ainsi tous les points a, sont des points de disconti- 
nuité; il n’y en a pas d’autres. En effet, soit s un nombre positif 
donné et‘soit N un entier déterminé supérieur à _ Si un point & 
n'appartient pas à E, il est distinct des points à, &2, ..., ay; 
soit 2h la distance minimum de & à ces points. Tous les points æ 
compris dans l'intervalle (4 — h, « + h) sont des points de E de 
rangs supérieurs à N, ou bien n’appartiennent pas à E. Dès lors, 


on a 


Lf(æ)—f(a)| < € 
pour 
|æ— al < h. 


Par conséquent, les points qui ne sont pas dans E sont des 
points de continuité. 


Nous allons montrer (!) qu’une fonction f(x) définie dans un 
intervalle (a, b) et dont l’ensemble E des discontinuités est 
: | 


(1) Voir LEBESGUE, Sur l'approæimation des fonctions (Bulletin des Sciences 
mathématiques, novembre 1898, p. 278). 
a 


96 CHAPITRE V. 
dénombrable, peut être représentée par une série de polynomes 
(qui conver2e uniformément dans tout intervalle intérieur à 
un intervalle de continuité). 
Soient G l’ensemble des points de c(E) qui appartiennent à EF, 
H l’ensemble des points de c(E)qui n’appartiennent pas à E’. Tout 
point de Hest situé dans un intervalle de continuité; soit (re k") 
le.plus grand possible (les points k', £" appartiennent à E ou E’) 
(p: 7). Les points de G ne sont dans aucun intervalle de conti- 
nuité. Observons maintenant que les intervalles (Æ!, 4’) n'ont pas 
de parties communes, il y en a donc un ensemble dénombrable 
(p- 7). Par suite les points qui appartiennent à E et les points #!, 
K!' forment un ensemble dénombrable € : €,, co, C3, ++, En += 
Pour démontrer le théorème, il nous suffira de déterminer une 
fonction f(x, nr) qui tende vers f(x) lorsque » croît indéfinimentet- : 
cela uniformément dans Lout intervalle de continuité. Dans ce but, 
considérons dans la suite des » abscisses ci, C2, :-., Cn, deux 
points Cp, Ce, consécutifs sur l’axe Ox. Les points Cp, Ce ne peu- 
vent être, ni l’un, ni l’autre, intérieurs au sens étroil à un inter- 
valle (#', ”). Par suite, s’il y a entre c, et ce un point d’un inter- 
valle (k', k"), cet intervalle est contenu tout entier (au sens large) 
dans Ch; Ces | 
Alors deux cas pourront se présenter : 1° il y a entre Ch el Ce, 
séro ou plusieurs intervalles (k', k'); nous prendrons pour arc de 
la courbe y = f(x, r) compris entre les abscisses €h el Ce, la «4 
droite C, Ce en désignant en général par M le point de coordon- | 
nées : m, f(m); 2°il y a entre c, et ce un seul intervalle (X', &'); | 
soit alors (4°, À") un intervalle compris dans k'Æ” et tel que 


AR La d WT 


La fonction f(x)!est certainement continue dans lintervalle , 
(k,,k%), extrémités comprises. Nous prendrons pour la courbe 
y = f(x, n), Parc de courbe continu de 7 = (x) compris entre 
K' et K° et nous joindrons C, à K', C« à K° par des droites 
Si maintenant on suppose que f(x) n’est pas finie, elle ma 
de valeurs infinies que pour des points d’abscisses (AR HR 
Alors, dans la construction précédente, nous préndees pour De 
point C,, le point d'abscisse c,, et d'ordonnée + n [suivant que. Das 
4S ù 
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f(c,)= Eu]. La courbe y = f(x, n), ainsi définie, est continue 
quel que soit n. Je dis qu’elle tend vers f(x). En effet, f(cp, n) 
est égal à f(c)) pour pZ?n, ou croît indéfiniment si f(c») est 
infini. De même, considérons un intervalle (k', k"); ses extré- 
mités sont deux points cy, cr. Par suite, pour »>getn>r, 
f(æ, n) coïncide avec f(x) dans l’intervalle £°Æ%; si l’on considère 
une abscisse æ comprise entre ’ et £”, on aura f(x) — f(x, n) 
lorsque » est supérieur aux quatre nombres :q,r, a RNCS 
æ—k kK'— > 

Donc, f(x, n) tend vers f(x) dans tout intérvalle de continuité, 
et cela uniformément dans tout intervalle fixe intérieur au sens 
étroit à cet intervalle de continuité. 

Restent enfin les points de continuité appartenant à G; soit 
a l’abscisse de l’un d'eux, c’est la limite de certains points Cn- 
Comme f(x) et f(x, n) sont continus pour x — 4, on peut déter- 
miner € de façon que l’on ait 


Ie) faN<S «€ Lfanr)-ftanl<;: 


pour 
|x —a|<e. 


Or, quel que soit n, il y a des points c, dans l'intervalle 
| (a —e, x +e) et d'indice aussi grand que l’on veut, en particulier 
' d'indice plus grand que », soit c,, l’un d’eux. Puisque Pa >n,ona 


J(Cpr) = f(Cpns n); 


et comme |c,,— &|<Te, on aura 


1 


MOAIOIES RICO ES ICE 


nm 


La) —f(e n)1< 2e 


Ainsi, f(æ, n) tend vers f(x) même aux points de l’ensemble G. 

Voici une autre démonstration, due à M. Lebesgue : 

SOI CORNE ee 7 UN AE E de valeurs de x partout dense 
et contenant les valeurs de discontinuités. Rangeons par ordre de 
piandeur les n premières valeurs de celte suite, on obtient ainsi la 


98 CHAPITRE V. 


Désignons par f(x, n) la fonction continue de x égale à f(x) 
pour chacune des valeurs de S et qui varie linéairement quand x 
varie entre deux valeurs de cette suite. 

Je dis que, quand n croît indéfiniment, f(x, n) tend vers f(x). 
Cela est évident si x appartient à E. S'il n’en est pas ainsi, x est 
compris entre deux nombres de la suite 5, Chr Cys et JT E)IeRt 
comprise entire 


"f(cs,) et f(ey,). 


Mais f(x) est continue au point x, puisque + n'appartient pas à E, 
donc, cg, et c,, tendant vers æ car E est partout dense, f(cg,) 
et f(c,,) tendent vers f(x), el il en est de même de f(x, n). 

Il est d’ailleurs évident que la convergence est uniforme dans 
tout intervalle de continuité ; mais il faut des précautions supplé- 
mentaires pour que la convergence soit absolue. 

- Enfin, on peut remarquer que si E a servi à définir les po- 


lynomes P,,, de la page 80, la fonction considérée admet le déve-: 


loppement Il, + (11, —11,) +..., indiqué à cet endroit. 


Théorème général de M. Baïre. — Les méthodes précédentes 
nous donnent le moyen d'exprimer certaines fonctions disconti- 
nues sous forme de série de polynomes. Il serait très intéressant 
de déterminer, a priori, toutes les fonctions auxquelles il y a lieu 
d'étendre ces méthodes. 


La solution complète de ce problème a été obtenue par 
M. Baire (!). Nous n’exposerons pas sa démonstration qui nous 


entraînerait trop loin; mas, pour énoncer le résultat, il nous 
faut définir la continuité relativement à un ensemble. | 

Considérons une fonction f(x) définie en tous les points d’un 
ensemble linéaire E, et soit x, un point quels de E. Nous 
dirons que f(x) est continue en Zi RELATIVEMENT A L'ENSEMBLE E, 
si l'on peut faire correspondre à tout nombre positif un 
nombre « tel que l’on ait 


>: f(x) —f(æ)l <E, 


pour tous les points x pe L'ensemsie E qui sont compris dans 


ne LE 


(!) Voir BAIRE, Sur les fonctions de variables réelles. Thèse st en 
mars 1899. 
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l'intervalle (x5—%, y + «). (En particulier si E est l’ensemble 
des points d’un intervalle, la continuité par rapport à E est la con- 
tinuité au sens ordinaire.) 

Mais cette définition ne peut correspondre à une propriété 
de f(x) en zo que si (aussi petit que soit +) il existe toujours au 
moins un point de E autre que x, dans l'intervalle (x, — 0, x, + «), 

c’est-à-dire si tout point de l’ensemble est point Ans Il faudra 
même se restreindre au cas où E est un ensemble parfait si l’on 
veut que la continuité en tous les points de E entraine la conti- 
nuité uniforme dans E. Supposons donc E parfait; au voisinage 
d’un point deE,ilya toujours une infinité d’autres points de E. 
Si, au voisinage de tout point de E, il y a des points de E où la 
fonction est continue relativement à E, nous dirons que la fonc- 
tion est ponctuellement discontinue relativement à l’ensemble 
parfait E. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème général de 
M. Baire : La condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
fonction uniforme puisse être représentée par une série de 
polynomes est que cette fonction soit ponctuellement discon- 
tinue relativement à tout ensemble parfait (*). 

D'après la remarque que nous avons faite (p. 65), c'est aussi 
la condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse consi- 
dérer la fonction comme limite de fonctions continues (?). 


Admettons ce théorème. Il va nous permettre de donner un 
exemple d’une fonction qui n’est pas limite de fonctions continues. 
Il suffit de considérer la fonction f(x) définie entre o et 1, qui est 
égale à o pour les abscisses rationnelles et à 1 pour les autres. 
Si l’on considère en particulier l’ensemble linéaire parfait E con- 
stitué par tous les points de l'intervalle (0, 1), il est manifeste 
que tous les points E seront des points de discontinuité relati- 
vement à E. Par suite, la fonction n’est pas ponctuellement discon- 
tinue relativement à tout ensemble parfait. 


- 


Classification de M. Baire. — M. Baire a proposé une classi- 
fication des fonctions au point de vue qui nous occupe. Il appelle 
à f 


(:) La démonstration de ce théorème est développée par M. Henri Lebesgue 
: CR la Note II. 

"TOR ÉMILE BokEL, Méthodes et problèmes de la théorie des fonctions, 
pe. 6 à 11 (Gauthier-Villars). 
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fonctions de classe o toutes les fonctions continues. Il appelle 
ensuite fonctions de classe 1 toutes les fonctions discontinues qui 
sont limites de fonctions continues. Nous en avons trouvé des 
exemples à propos de la convergence des séries. Toutes les fonc- 
tions qui ont une infinité dénombrable de discontinuités sont des 
fonctions de première classe. Le théorème de Baire nous apprend 
même à quelles conditions une fonction discontinue est de pre- 
mière classe. 

De même, on appellera fonctions de seconde classe toutes les 
fonctions qui sont limites de fonctions de première classe sans 
être de classe o ou 1. Telle est la fonction f(x) que nous avons 
définie au paragraphe précédent où nous avons montré qu’elle 
n’est pas de première classe. Elle est bien d’ailleurs limite de 
fonctions f,(x) de première classe. Il suffit de prendre pour f,(x) 
une fonction égale à 1 entre o et 1 sauf pour les points d’abs- 


cisses A (avec p£q£n), lesquels sont en nombre limité et où l’on 


suppose f,(x) = 0. 
Plus généralement, on appellera fonction de classe n, toute 


limite de fonctions de classe 7 —1, qui n'appartient à aucune des 
classes 0, 1, 2, ..., 2 — 1. Enfin, on peut définir des fonctions 
de classe w, &+1, ..., w?, ..., 6%, ... en désignant par ces 
symboles les divers nombres transfinis de M, Cantor; mais nous 
n’y insistons pas. 
Les théorèmes que nous avons obtenus nous permettent d’af- 
firmer que les fonctions de classe o ou 1 sont les seules qui soient 
représentables par desiséries de polynomes. 
Mais, d’après la définition même des fonctions de seconde 
classe, on pourra les représenter par des séries doubles de 


Œ = B = © 
HpINRAMES ù+ >, P4,8, la sommation étant effectuée d’abord par 
CERN ES) 


rapport 419, puis par NRA à &, sans qu’on puisse réduire cette “e 
+ p 4 L 
LS 


nt 


série double à une série Hp Et cette propriété caractérise 
les fonctions de seconde classe. Plus généralement, une fonction. 


de classe n sera représentable par une série multiple d’ordren de 


dont tous les termes sont des polynomes. 


‘ 


à 
d'à 


NOTE I. 
SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 


Par M. PAUL PAINLEVÉ. 


4. Séries génératrices. — Considérons une fonction ana- 


lytique f(t) holomorphe (!) pour {= 0, et soit : 
(1) f(t)= a+ ait+ ati+...+antr+... 


la série de Mac-Laurin qui la définit pour £ voisin de zéro. Con- 
sidérons, d’autre part, un développement de la forme 


(2) Lo(do)+ Pi(do, Mi)+... + Pr(Qo, di, .-. An)+... 


où chaque terme v, est une fonction entière donnée de do) 
&i, ... an. Je conviens de dire qu’un tel développement est une 
série génératrice s'il converge et représente f(1), quelle que 
soit la fonction f(t), sous la seule condition que f(£) soit holo- 
morphe pour é réel, positif et inférieur ou égal à 1. 

La série génératrice (2) sera dite normale si chaque terme On 
de (2) est linéaire et homogène en &5, &i, ..., &n. 


2. Étoile d’holomorphie. — Admettons, pour un instant, que 
nous connaissions une série génératrice (2); z désignant une 
quantité complexe, introduisons la fonction f(t)=/f(zt) et 


_ appliquons à cette fonction le développement (2). La série de 
Mac-Laurin qui représente f,(t) est 


(3) fitt) = aotaist+...+anstit+..., 


(*) Cette fonction peut être une branche ( bien déterminée pour é voisin de zéro) 
d’une fonction multiforme. 


ve 
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et le développement (2) correspondant est 

(4) Do(do)+ Di Go, AZ) +... On (A0, %13, ..., An )+.. 
Donnons à 3 une valeur invariable z, : ce développement (4) 
converge et représente. f,(1)—f(z0), si la fonction f,(t) ou 
f(&ot) est holomorphe quand t croît par valeurs réelles de o à 5 
(limites comprises). Interprétons cette condition. 

Soit P l’affixe du point 3, dans le plan complexe : quand # 
croît par valeurs réelles de o à r, le point complexe 5,4 décrit 
le segment de droite OP. Pour que fi(t) soit holomorphe. 
pour o£t£ x, él faut et il suffit que la fonction (ou branche de 
fonction) f(z) soit prolongeable régulièrement, à partir de O, 
le long de OP, jusqu'au point P inclusivement. Appelons A 
l’ensemble de tous les points P tels que cette condition soit 
remplie : les points du plan exclus de À forment des demi-droites 
ayant pour origines les points y tels que la fonction f(3) soit pro- 
longeable régulièrement le long de O x jusqu’au point u exclusi- 


vement,; ces demi-droites s’obtiennent en continuant, au delà 


de chaque point y, la direction Ox. 

Adoptant la terminologie de M. Mittag-Leffler (un peu modi- 
fiée), j'appellerai le domaine A l'étoile d’holomorphie (1), de 
centre O, attachée à la branche de fonction f(z). Les PORRE pe 
seront les sommets de l'étoile. 


(1) Quand la fonction f(z) n’admet, dans tout le plan, qu’un nombre fini de 
points singuliers, l'étoile comprend tout le plan sauf ua nombre fini de demi-droites. 
Quand f(z) est uniforme, mais n’existe que dans une aire limitée du plan, l'étoile 
fait sûrement partie de cette aire. Mais l’étoile peut être tout entière à distance 
finie sans que la fonction f(z) présente de lignes singulières. Par exemple, consi- 
dérons un ensemble parfait discontinu (E) de points situés sur l’axe OË entre « 
et 2, et soit n = g(£) une fonction continue croissante qui prend toutes les valeurs 
de o à 1 (limites comprises), quand E coïncide avéc un point arbitraire de (E), Posons 


3 = E(cos2nn +isin2rn); à 


à chaque point E, de (E) correspond un point z, du plan 3; les points z, forment 
un ensemble parfait (E,) qui, nulle part, n’est continu. D’autre part, il est facile 
de construire une fonction f(z), uniforme dans tout le plan, et dont l’ensemble 
des singularités coïncide avec l’ensemble ( E, ). Cette fonction uniforme ne présente 


aucune ligne singulière; néanmoins, l'étoile A (qui comprend à son intérieur le 
5 ; » q P 


cercle de centre o etide rayon 1) est comprise tout entière à l’intérieur du 
cercle de centre o et de rayon 2; car une droite quelconque issue de l’origine 
rencontre un point singulier dont la distance à l'origine est au moins égale : fax 
et au plus égale à 2. x 


TR. 


‘ 
” 


TD: 
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La série (4) converge et représente f(:) dans toute l'étoile 
d’holomorphie A. 


Ainsi, pour déduire d’une série génératrice (2) une série qui 
représente f(z) dans toute l’étoile À, il suffit, dans les termes de 
la série (2), de remplacer 


&:, ..) An; 


par 


PRÉ TMNTIOT AEUT EE LEE SA 
En particulier, si la série génératrice (2) est normale, on a 
(5) Pa(do, 1%, ..., An2) = VoAo+ Vis +... + Vnan2, 


les y étant numériques. La série (4) est alors une série de polynomes 
en 3, dont le (n + 1)'°"e terme est une expression linéaire et homo- 
gène en @o, @13, 422°, ..., An%", à Coefficients numériques ; elle 
converge [quel que soit f(:)] dans toute l’étoile d'holomorphie. 
Un tel développement sera dit développement de M. Mittag- 
Le ffler ou développement (M). 


’ 


3. Étoile d’holomorphie attachée à une fonction de plusieurs 
variables. — Considérons maintenant une fonction (ou branche 
de fonction) analytique, f, de plusieurs variables, soit de trois va- 
riables 3 = x +iy,u—= x; #iyi,6 = Zi + ya, fonction qui, par 
hypothèse, est holomorphe pour 3 = 0, u — 0, v — 0. Il nous est 
loisible de représenter le système de variables (w, ©, #) par un 
point P de l’espace réel à 6 dimensions OxyæiyitoYo. 

Remplaçons (dans f) 3 par zt, u par ut, e par ot, et posons (!): 


fitt)=f(at, ut,vt). 


Formons, pour cette fonction f,(t), la série génératrice (2); 
la série de Mac-Laurin qui représente f,(t) est 


fo + en Se 


(afp æufs+ofo) GP HUF NE im 
: 1 d ; n | 


Fos F2 fus f° désignent les valeurs de f et de ses dérivées par- 


(:) On reconnaît là le procédé employé dans la théorie des séries de Taylor 


pour passer du cas d’une variable au cas de x variables. 
FA l 


Du: 


LL 
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tielles pour zs=u—#—=0o, et (zf} + uf} + 0f,)m est la puis- 
sance symbolique ni" de (zf? + uf+vf, ). L'expression 
"x 
k zfA2 + ufs + of! NCA 
(6) : + a de = Pr(z, u, v) 
| L 
est donc une forme homogène de degré n en 3, u, », dont les 
coefficients (à des facteurs numériques près) sont les valeurs #s 
(pour s=u—=v—=0o) des (es dérivées partielles d’ordre R \ AA 
de D'ETAT 
F px Are 


Pour former la série génératrice (2) qui représente FAO | 1e 
suffit, dans les termes w, de cette série, de remplacer os Bis.» . à 
Gny °+e) Par Pos Pis + .Pn\ -.…. La série ainsi Obtenue con- € 
verge pour 4 = %o, U —= U, 9 = p, et représente AR 


f)= = f(%0, Uo, vo), 


Ur condition. 


Soit P le poiné de Pespace Oxyaiy 2:92 défini par É. ‘à 


segment de droite OP (1). Pour Sue A0) soit Ne 
pour o£t£1, il faut et il suffit que la fonction (ou branche de 
fonction) f(z, u; 2h soit brolnngeshie régulièrement le se 2 


sivement: 
Représentons, ici encore, par. AE l’ensemble des pou 
l’espace Oxyæiyi Z>Y2 pour ÉD cette condition e 


(}aGette terminglogi doit être interprétée dans son sens analyt 
signifie que les coordonnées (x, y, &,, y, &,, ÿ,) du point R E o 
CARPE D pti T3E) vérifient les équations : To 


et que, quand t varie de ° à 1 æ varie de o à my de où PA ... k 


1 
“| Lo .# 
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exclusivement; ces demi-droites s’obtiennent en continuant, au 
delà de chaque point x, la direction O y. 

Nous appellerons le domaine À l'étoile d’holomorphie, de 
centre ©, attachée à la branche de fonction f(z, u, v); les 
points jp seront les sommets de l'étoile. 


La série 
(7) po(Po) + Sa (Po, P1) ++: «+ PRÜPor Pas see Pn)+ee. 
converge et représente f(3, u, v) dans toute l'étoile A. 
En particulier, si la série génératrice (2) est normale, on a 
(8) On(Pos Pis +. Pa) = YoPo+ ViPi Te. + VnPn 


(les coefficients y étant numériques). Les termes de la série (7) 
sont alors des polynomes en 3, u, v linéaires et homogènes par 
rapport aux valeurs (pour 3 = u—=v— 0) des dérivées succes- 
sives de la fonction f(z, u, v). La série converge, quelle que 
soit la fonction f, dans toute l'étoile À attachée à f et y repré- 
sente la fonction. Un tel développement sera dit encore dévelop- 
pement de Mittag-Leffler ou développement (M). 


Remarque. — Chaque terme +, de la série (7) est, dans ce 
dernier cas, linéaire et homogène par rapport à Po, Pi, +++, Pa 
[formes homogènes en 3, w, » de degré 0, 1, ..., n et termes 
successifs de la série de Mac-Laurin qui définit f(z, u, e)]. 

Supposons que la fonction (3, u,) vérifie une équation aux 
dérivées partielles d'ordre k, linéaire et homogène par rapport 
aux dérivées d'ordre k et à coefficients constants (!). Chaque 
_ polynome p, vérilie cette même équation, par suite w,. La fonc- 
tion f(x, u, ») est alors développée, dans toute l'étoile, en une 
série de polynomes dont chacun vérifie l'équation aux dérivées 
partielles. 


4. Application au domaine réel. — Ne donnons à z, u, v 
que des valeurs réelles +, x,, æ2. Le système de valeurs (x, x, x) 
définit alors un point de l’espace réel (à trois dimensions) Oxx, 2. 


(*) La remarque subsiste si les coefficients sont des polynomes homogènes et 


_ de même degré en 3, u, +. 
, 0 


” 
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Les points réels de l'étoile À épuisent tout cet espace Oxæ,æ», 
exception faite des points situés sur les demi-droites issues des 
points réels singuliers à de f(x, x,, x:) et qui prolongent Om 
au delà du point p. D une façon précise, les points 1 (sommets 
de l’étoile réelle) seront les points réels tels que f(x, æ1, æ2) soit 
prolongeable régulièrement le long du segment réel O 4 jusqu’au 
point u exclusivement. 


Par exemple, supposons que f(x, æ,, x°) soit une fonction 


harmonique de x, xi,æ2, n’admettant dans l’espace réel O x x, 3, 
comme singularités, que des pôles isolés; un développement (M) 
de f(x, x1, 2) représentera f dans tout l’espace réel sauf sur les 
demi-droites issues des pôles et menées en sens inverse de l’origine; 
les termes du développement seront des polynomes harmoniques: 

Mais les considérations précédentes supposent qu’on connaisse 
une série génératrice, el notamment une série génératrice nor- 
male. Toute la difficulté est maintenant de former une telle série. 


9. Formation théorique d’une série génératrice normale. — 
Traçons, dans le plan complexe des #, le segment de l’axe réel 
compris entre les points £— 0 et t—1, et une courbe fermée C 
renfermant ce segment à son intérieur. Effectuons la représenta- 
tion conforme de l’aire de C sur un cercle T du plan des + ayant 
l’origine pour centre : parmi toutes ces représentations il en 


Fig. 2. 


C 


existe une (et une seule) telle que le point { — o corresponde au 


point + — 0, et le point £—1 au point r—1. Le cercle l, dans 
ces conditions, a un certain rayon bien déterminé p>1. Soit. 


t=b(r) et r—"y(t) la correspondance conforme ainsi choisie. 

Considérons maintenant une fonction analytique f(t), holo- 
morphe dans l'aire C (contour compris) et dant le module, par 
suite, reste inférieur dans C à une quantité fixe H. Si nous rem- 


date 
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plaçons £ par d(r), la fonction f[4(r)] = F(+x) est holomorphe 
dans le cercle T et son module n’y dépasse pas H. Elle est donc 
développable, dans F, en série de Mac Laurin, 


(9) F(r) = Ao+ Ait + AoT?+,..,+ Antt+...; 


en particulier, pour + — 1, cette série converge et représente F(1), 
c’est-à-dire f(1) (puisque {= 1 pour rt — 1). On a donc 


(10) J() = Ao+ Ai+ Aot...+ Ant..., 


et le reste de cette série R;, — An,4 + Anja +... est (d’après une 
H 
prCp—1) 

De plus, les coefficients A5, A,, ..., A, ..., sont linéaires et 
homogènes par rapport à @ç, 2, -.., &n, ... [coefficients de la 
série de Mac-Laurin (1) qui définit f(t) pour t voisin de zéro |. En 
effet, la fonction £ — Y(+) peut se développer ainsi : 


formule classique) inférieur à 


(ir) ie Hp ir 2e NT. (A4, À, ..., numériques); 
or, dans la série (1) 
() St) = a+ ait+ aal?+..., 


remplaçons la variable £ par le développement (11) et ordonnons 
suivant les puissances de +; la nouvelle série ainsi obtenue 
A 


dot Mit + (Àaldi + À? @o)T? +... 
doit coïncider avec la série (9), d'où les égalités 
A = o; Ai = lai, Ao— oi + À? @, 


d’une manière générale, À, est une combinaison linéaire et homo- 
gène det,,a;, ..., An. 


. 6. Ceci posé, donnons-nous une fois pour toutes (dans le plan 
des £) une suite de courbes fermées C4, C2, ..., Oj, ..., entou- 
rant le segment de l’axe réel o —1 et tendant à se réduire à 
ce segment quand l’entier j croit indéfiniment. On peut répéter 
sur la représentation conforme de chaque aire C; ce que nous 
venons de dire au sujet de l’aire C; à chaque valeur de l’entier y 
__ correspond ainsi un nombre p; > 1 (rayon du cercle l';); remar- 


NI 
L] 
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quons immédiatement qu’on peut, pour chaque valeur de j, trouver 


. eue I ie Ne ; 
un entier 7 assez grand pour que Ja quantité PTE : soit infé- 
JSF 


rieure à 3 : soit » — N';la plus petite valeur de » qui satisfait à 
cette inégalité (!). 

Considérons maintenant une fonction quelconque f(t) holo- 
morphe pour o<t<r. Cette fonction est, par suite, holomorphe 
(et de module moindre qu’une certaine quantité H) dans une 
aire C (suffisamment aplatie) entourant le segment réel © —1. 
Formons, pour cette fonction f, le développement analogue à (10) 
qui correspond à chaque courbe C;. 

Dès que 7 dépasse un certain entier k, la courbe C; est inté- 
rieure à l’aire C. Le développement correspondant converge donc 
vers f(1) : arrêtons-le après Le (n + 1)"e terme, il représente f(1) 
avec une erreur moindre en module que IE c'est-à-dire 

1 (Pi 
moindre que à (si l’on prend » — N;). Désignons par w; le déve- 


loppement ainsi limité, c’est-à-dire la somme des x = N; premiers 
termes du développement (10), qui correspond à C;; cette somme 
5; est de la forme 


(12) Dj = Ao+ Li, Gi + Mo,j do + .. + Un,j An 


(les coefficients numériques dépendant de }, ainsi que lentier 
n = N;). Enfin convenons de prendre 5, = &o. 
Posons maintenant : 
(13)  $o= 50 = &, F4 Et Ne DOUÉ +.) Pj—=Vj—w;—1; 
je dis que la série 
(14) SH Lo+Di+...+v);+...= a+ Ÿ Ciy GES E Vn,j An) 
71 

est une série génératrice normale. 

° Elle converge (et converge même absolument) vers. fü ) 


(AS TE serait loisible de remplacer, dans le raisonnement,. — F ; par n'importe 
= © 
quelle quantité positive m;, sous la seule condition que la série > m; soit con- 


JE 
vergente . 
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quel que soit f(£), pourvu que f(t) soit holomorphe pour o£t<1. 
En effet, la somme des (7 + 1) premiers termes de S n’est autre 


\ 


chose que w;, et, du moment que f(t) satisfait à la restriction 
: j H ue ; 
énoncée, |[f(1)—w;| est < 7? quand 7 dépasse une certaine 
limite Æ. La série S converge donc vers f{(1) et elle converge 
2H : 
absolument; car [o;| est < FO dès que 7j > k. 


2° Chaque terme +; de S est linéaire et homogène par rapport 
À @o, &i, +++, An. Il est vrai que l’entier x = N; peut dépasser 7. 
Mais, en introduisant, entre des termes consécutifs de S, un 
nombre suffisant de termes nuls (ou se détruisant deux à deux), 
on peut toujours faire en sorte que le (n + 1)"® terme de la série 
ne dépende que de &5, &;, .…., an (pour n arbitraire). 
‘ La série S est donc une série génératrice normale. 


7. Remarque. — Cette série S est bien déterminée par les 
conventions adoptées, une fois choisie la suite de courbes C;. 
Mais on peut se donner arbitrairement cette suite de courbes 
fermées C,,...C;,...,sous la seule restriction qu’elles entourent 
le segment réel o — 1 ettendent à se réduire à ce segment quand ÿ 
croît indéfiniment. Il convient évidemment de choisir ces courbes 
de façon à simplifier autant que possible les termes de la sérieS, 
c’est-à-dire le développement (10) attaché à chaque courbe C7. 

Remarquons de plus que le raisonnement du n° 5 suppose 
seulement que la fonction £—%(x) soit holomorphe dans le 
cercle T, s’annule avec =, soit égale à 1 pour 7 — 1, et que t varie 
à l’intérieur de C (ou sur C) quand + varie dans le cercle T. Il 
n’est nullement indispensable qu’inversement la fonction + —y(t) 
soit uniforme et holomorphe dans C. Il sera donc loisible d’attacher 
à chaque courbe C; une fonction & = 4;(+) répondant seulement 
aux conditions suivantes : 

La fonction £— 4;(+) est holomorphe dans un cercle T; de 
centre += 0 et de rayon >1; quand + varie dans l';, £ ne sort 
pas de l’aire C;; enfin 4;(o) — 0, et bj(1)—= 1. 


8. Convergence des séries définies par la série généra- 
trice (14). — Soit A! une aire limitée, entièrement comprise dans 
_ l'étoile A attachée à (3); la série (M) définie par la série géné- 


A 


M 
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ratrice (14), à savoir 


S)= Y eu(ao A1, te Anse) 
(15) n—= 
= dj —+ > (Vin &i13 ETS Vo,n A9 8? +. . + Vn,n En 37), : 


ni 


absolument convergente dans À, converge uniformément 
dans A. 

En effet, considérons une aire limitée A” entièrement intérieure 
à À et renfermant À’ à son intérieur. Dans cette aire A”, | f(z)| 
reste inférieur à une limite fixe H. 

D'autre part, la valeur 3,— r5(cosf, + #sinf,) étant donnée, 
posons 3 — St, el représentons sur le même plan (rapporté aux 
mêmes axes) les deux variables complexes z et 4. Quand £ varie 
dans une certaine aire (ou sur une certaine courbe) C, 3 varie 
dans une aire (ou sur une courbe) semblable, soit C% : pour 
obtenir C%, on prend l’homothétique de C par rapport à O; 
ro étant le rapport d’homothétie, et l’on fait tourner cette trans- 
formée de l'angle 4, autour de O. Prenons notamment, comme 
aire C, une aire G;; l'aire C%° renferme à son intérieur le segment 
o — 3, et se réduit à ce segment si C; se réduit au segment réel 
o — 1. Lorsque 3, varie dans toute l'aire A', l’aire C? balaie un 
domaine B;. Si l'aire C; était réduite au segment réel o —4, le 
domaine B; se réduirait à A/; quand 7 croît indéfiniment, l’aire B; - 
tend donc vers l'aire A, et, par suite, reste intérieure à l'aire A" 
dès que 7 dépasse une certaine limite k. Pour j > 4, la fonc- L 
tion fi(t) = f(z0t) a donc son module inférieur à H dans l'aire C;, DE 
quelle que soit la position du point 3, dans l’aire A’. Le reste R;(z) 
de la série (15), quand z varie dans À/, est par conséquent moindre 


(en module) que à dès que 7 > k. Autrement dit, la série (15) 


converge uniformément dans l'aire A’. °C QAR 
Il est évident que le raisonnement s'étend de lui-même aux fonts AE, 
tions de plusieurs variables, d’où ce théorème : He 


Les séries (M) déduites de la série féner eue (14) cün ve 
absolument dans toute l’étoile À attachée à f, et uniformé- 
ment dans tout domaine À! entièrement intérieur à AS OT ES 
quel que soit le nombre des variables dont dépend f. 


à 
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En vertu d’un théorème classique, ces séries sont, par suite, 
intégrables et dérivables (‘} terme à terme, indéfiniment, dans 
toute l'étoile A; on peut répéter sur la convergence des séries 
intégrées et dérivées ce qu’on vient de dire sur la convergence 
des séries (M) elles-mêmes. 

Il résulte de là que le développement d’une fonction f(z3) suivant 
une télle série (M) est unique. Précisons ce qu’il fautentendre par là. 

D'une manière générale, considérons une série (M), soit 

n=® 
(M) > (hosn &o + Ain 13 +++ Ân,n An 2!) = MY PASSY 

n=0 
qui converge uniformément dans toute aire limitée intérieure à 
l'étoile A [cela, quelle que soit la fonction f(3) définie, dans le 
voisinage de l’origine, par la série entière a+ a, 3 +...]. 

Remarquons d’abord que les séries numériques 


0,0 + Ào,1 + Âo2 +... list ist..., 
ho,e SE 2,3 = hou + ss 
convergent toutes vers l’unité. En effet, faisons z — o dans l'éga- 


lité f(z) = © P;(z) et les égalités dérivées ; il vient 


do = &o(À0,0 + 0,1 + À0,2 +. ..), = di (ii+ A2 + 3 +. .) 


Ceci posé, donnons, dans la série (M), aux constantes &s, &,, ... 
des valeurs quelconques et admettons que la série converge unt- 


(:) Soit (M') la série obtenue en dérivant terme à terme une série (M) qui 
réprésente f(z), et soit (M1) la série qu’on obtiendrait en appliquant directement 
là f'(z) le développement (M); en général, les deux séries (M') et (M!) sont 
différentes. Pour qu'elles coïncident quel que soit f(3), il faut : 1° que le 
(n+1)ère terme P,(z) de la série (M) soit un polynome de degré n, 


, P,(2)= do,n 0 + Mine ect nn Gn 375 
2° qu'on ait 


Ain = À (n—1)? 2 hu = À (m1) RES NX yn = Moine) 


Ces conditions de récurrence permettent de se donner arbitrairement les seuls 
coefficients À5,91 Mot» = +: Mon ++ dont la somme doit être égale à 1. Ces coeffi- 
cients une fois choisis, les autres À sont déterminés, Peut-on choisir ces coeffi- 


cients, de façon que la série SP, (2) soit une série ( M )? Tel est le problème, non 


résolu à ma connaissance, auquel revient la question de savoir s’il existe des 


£ séries (M) telles que les deux séries (M’) et (M!) coïncident quel que soit f(z). 


1 


« 
Se , 
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formément dans une aire comprenant l’origine : sa somme est 
alors une certaine fonction . holomorphe dans cette aire; 
soit F(s:)=b5+b,3+b;3?+... le développement de F(:) en 
série de Mac-Laurin. La Rene que je veux établir, c’est 
que &5, &y, @2, ... coincident respectivement avec bo, b,, ba, .. 
et que la série considérée n’est autre, par suite, que la série nor- 
7 male (M) attachée à F(2) et convergente dans l’étoile À. Or, c’est 


ce qui résulte aussitôt de l'égalité F(z) DE) et des égalités 


dérivées, où l’on fait 3 — 0; il vient, en effet, 

ï x UN 
= LE 

D = botho,o + o,1 + los +...) = 5, ; k 

= < [ Fr 
bi= (lit het hate.) = a - # " 
TG US LR AR PR ER EEE | fi 
AL AE 14 ne %. 
En particulier, une telle série (M) ne peut converger unifor=s 


mément vers zéro dans'une aire renfermant l’origine sans die, Re 
toutes les constantes &5, &, &:, ... soient nulles. 

Ces remarques ont évidemment leurs analogues dans le cas. de 
plusieurs variables. 


{ 9. Des séries intermédiaires. — Aa à si” fonetie 


13308 $ fi(e) = f(at) | 
ns le développement (10) qui correspond à l'aire C du plan des &” 
(n° 5); la série ainsi obtenue n’est autre que le développement de 
Mac-Laurin de F,(r) = /f{[3%(<)], où l’on fait += 1, et elle pe 


“ … s'écrire ns. 9 


L 


n= 2 d 
(16) ao + D Œinti3+ kina15?+.. -+Annans"), (les Æ const 


JL] ' 


Cette série converge (pour z donné), et converge Ha 
Ja fonction F,(+) est holomorphe dans le cercle y de centre + 
et de rayon 1 PAUL er RE elle diverge, si Fi( 


die au et y; cette aire € ER à pr : 
son intérieur le point és o, et son contour passe p: 
4—=1. Le domaine de convergence, soit D, de la série 
lors facile à définir : considérons pour chaque al 


VERTE r 
29 7 Û 
NN 
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déduite de c (n° 8), aire qui renferme l’origine. Si, dans cette 
aire c% (contour compris), la branche f(z), prolongée analytique- 
ment à parlir de l’origine, est holomorphe, la série (16) converge 
(et converge absolument) pour 3 = 3%,; si, à l’intérieur de c%, 
f(z) présente au moins un point singulier, la série (16) diverge 
pour 3—%,; si f(z) est holomorphe dans l'aire c*% (contour 
exclus), il y a doute. 

Le domaine D tend vers l'étoile À quand c tend à se réduire au 
segment réel o — 1, car l’aire c% tend alors à se réduire au segment 
de droite o — 55. 

Dans tous les cas, les points-frontières de D sont des points z, 


Fig. 3. 


tels que f(z) soit holomorphe dans l'aire c*, mais présente sur le 
contour de c‘! au moins un point singulier, soit z — €. Marquons 
dans le plan tous les points singuliers € ainsi obtenus (!) : si 3, 
est un point frontière de D, il existe au moins un point € tel qu’on 


_ ait (= 7,4 pour une valeur de £ appartenant au contour c. Le 


point € étant donné, quelle courbe décrit le point %, — E quand t 


parcourt le contour c? C'est le contour c', si c' désigne (fig. 3) 
le contour obtenu en effectuant, sur le symétrique de € par rap- 


_ port à l’axe réel, une inversion de pôle O et de puissance 1. 


(!:) Si la courbe c est convexe, les points & ne sont autres que les sommets de 


_ l'étoile A. Mais quand c n’est pas convexe et quand de plus f(x) n’est pas uni- 


orme, certains des points & peuvent être distincts des sommets p de A. 
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Supposons tracées dans le plan toutes les courbes c*; le con- 
tour limite de D est formé entièrement d’arcs de courbes €, par 
conséquent, d’arcs semblables à c’ ou à des fragments de c!. 

Par exemple, si f(3) n’admet dans tout le plan qu’un point 
singulier 5 — 1, le domaine D est le domaine situé du même côté 
de c' que l’origine. Si l'aire c était réduite au segment réel o — 1, la 
courbe c’ se réduirait au segment réel 1 — + co. Si l’aire cest une 
aire très aplatie (renfermant le segment réel o — 1), la courbe c! se 
compose d’une partie très voisine de la demi-droite réelle 1 — +00, 
et d’une partie très éloignée de l'origine (fig. 3). 

Le raisonnement du numéro précédent permet de démontrer 
que la série (16), qui converge absolument dans le domaine D, 
converge uniformément dans tout domaine D entièrement inté- 
rieur à D. 

Ces considérations s'étendent d’elles-mêmes aux fonctions de 


plusieurs variables. 


10. Formation explicite d’une série génératrice normale. — 


Nous allons former, d’après la méthode précédente, un exemple | 


explicite de série génératrice normale. On sait que la fonction 
t— log représente (!) le demi-plan des + (situé à droite de l'axe 
imaginaire) sur une bande du plan des £ comprise entre deux 
parallèles à l'axe réel, tracées au-dessus et au-dessous de cet axe 


à la distance =. La fonction t— alogr (x constante réelle posi- 


tive ou négative, voisine de zéro) représente le même demi-plan 
sur une bande B du plan des t, de largeur [x|r, qui admet 
encore l’axe réel comme diamètre. Enfin, remplaçons, sous le 
signe log, la variable + par (fr + b), $ et db désignant des con- 


stantes Re : le demi-plan IT des + d’abscisses pie grandes , ue 


que — > 3 (Si Bo), ou d’abscisses plus pue que — = g (Si B<o), 


est NET sur la bande B du plan des 4. On Re disposer 4, 
des constantes , b, de eue que le cercle [+ [< 1 ou y fasse partie 4 


du demi-plan If, et qu'aux points r—0 et r— 1 correspondent 


respectivement (és points 4—0 et t— 1. Il fautet il suffit Poe 


(*) Il s’agit, bien entendu, de la branche du logarithme (bien déterminée dans 
le demi-plan considéré) qui s’annule pour 5 = 1. 


Ÿ 


L. 


\ 
J 


PT 


(] 


a 
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cela qu’on ait 
b=—1…, alog(i+8B)=1, [BI<:1; 
: 


on tire de là 8—e*— 1, et [8] n’est < 1 pour x voisin de zéro 
que si «.est négatif. En définitive, j'introduis la représentation 
suivante (où je mets en évidence le signe des constantes) 


1 


(17) , t—=— alog(r — fr), avec B—r1—e « 


(x constante positive). 

La branche considérée du logarithme (celle qui s’annule 
pour r— 0) est bien déterminée et holomorphe dans le demi- 
plan If, et en particulier dans le cercle y. 

Quel est le domaine c du plan des £ qui correspond au cercle y? 

Tout d’abord, ce domaine, symétrique par rapport à l'axe réel, 
est très aplati sur cet axe, puisqu'il fait partie d’une bande de 
largeur ar qui admet cet axe pour diamètre. Cherchons, d’autre 
part, ses abscisses maxima et minima : il suffit de chercher le 
maximum et le minimum de la partie réelle de 


— alog(i— fr) = —c [ess + log (3 —+)| $ 
Étadire le maximum et le minimum du module de ( —:) 


É 


quand + varie dans y; si l’on marque ( fig. 4), dans le plan des +, 


Fig. 4. 


les points Met Q d’affixes + et g’ Ë — + est égal à QM; le maxi- 
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minima est — xlog(i+f$)= — a lol — ie qui tend vers 

zéro avec &. Le domaine tend donc à se réduire au segment. 

réel 0 — 1 quand & tend vers zéro. E À 
Au lieu du cercle y, considérons un cercle concentrique LA tn 

peu plus grand, compris encore dans le demi-plan II. Le “ue e. : 


1 


x 
deT est compris entre 1e 7 = 1 + —— £ +; posons p=1 +he 


LOF a 
et donnons à } une valeur comprise entre o el 1. Le domaine C,du 14 
plan des 4, qui correspond à T sera encore intérieur à la band ù 
ses abscisses maxima et minima CHF EST An OR âtT= P etse 


égales à — wlog(1 + fp). 
PR > La quantité log(1 + fp)est inférieure à log2 Li e< 


A: LAREUEAE minima est donc supérieure à — «logo. D'aatiés 
on a : | Sr - Le 


logte— 89) = tog(s— fe à) togfe 30 — 0] - =: 


l’abscisse maxima — à tog(1 — Ba) est donc égale à à $ | 


1—alog(i—BX), sie: mL, 


és 
est comprise entre les deux abscisses — a log et 1 + al 


TR les re abscisses — à et 1 + # el entre Le eu. 


O—1 “quand œ& tend vers zéro. 


X c î . mé 


tion f (t), holomorphe 2 de module de que 
cette fonction est définie par la série de Mac-La 


k 
fie, 


h 


& so= ao + ait+ ae. f0)+ Ê 


Ty 


Si n nous remplaçons d ne — à sel 
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/ 


Laurin 
F(x) = Ao+ Ait AïTit. 4 
et l’on a 
FU) = F(i) = Ao+ A+ Ae..; 


de plus, on sait que 


[Ao+ Ai+...+ An f(i)] 


est moindre que 
L 


H Het 
wa) APT 
NT Te va 1+-e & 
Mine HRIESS 2 


Calculons explicitement les À, à l’aide de &5, &i, &2, .... Ceci 
revient à ordonner, suivant les puissances croissantes de +, le 
second membre de l’expression 


F(r) = ay— ajalog(i— fr) +...+(—i)faxaf[log(r —8Br)]é +... 


Nous pouvons poser 


Doi. (—1}[log'i—t)]f= vé[i+ Ef,, r + Ef,,t+...], 
APE ; > 
Ne Mes Ef étant des coefficients numériques que nous calculerons 


tout à à l'heure. Le développement de F(+) suivant les puissances 
croissantes de + s'écrit alors 


(18) F(r)=@0+ a aft +... Burn x [ara, +an-ta, Ent +... 
ki +alaE/,+...+aaE!]+..… 


à An= Pr(ara,+ar-las Et 1+...+ata;El+...+aaE!) 
AL < P" n fln) n—1 1 flu—1) Û 
D emo) arte fuel fo) +. , 


Hate, FU (o)+...+ 2E4 f'(o)} 


X 


les € désignant d’autres eféciente numériques [ qui se: déduisent 
_ des E par la formule €%Ÿ=— n(n — 1) (n— 7 +1)E, ra] 
Bi. pa PME Le paue un instant, on prend comme fonc- 


;> le développement (18) s'applique 


4 
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(pour |r| suffisamment petit), et l’on peut écrire 


L 
1+alog(i—7) 


(19) 


=SI+AT—r. : ! 


te br 
+ er Lea P (nie Las 5: 


+ l'Ehal+...+Ela]+...… 


. L'ALS , . 
D'autre part, le coefficient de -j dans cette dernière égalité, 
L 
1+aælog(i—T"—) 
par Dw(<) la dérivée niè"°, par rapport à 7, de w(+), où l’on 
fait T — 0. 


n’est autre chose que Di ( } en représentant 


Il est dès lors facile d'établir entre les £?%7/ une relation de ré- 


currence qui va nous permettre de représenter très simplement 


les A,. 
On a, en effet, en posant 


i 


G(r)=1+alog(1—"+), 


a ( Ne ( Ut 
(30) (es) È 


Et 


les À désignant des coefficients numériques; pour le voir, il suffit 
d'admettre que cette égalité (qui est vraie pour n —=1) est vraie 
pour » et de démontrer qu’elle est vraie pour n + 1. D'autre part, 
pour T—0,0ona 

I=n 

Da = n'at+(n—1)! Er tant... + lEbal + RELa 

1=1 
quel que soit «. D'où l'égalité 


1=n 
/ 


n I Ù us L 07 a! r 22 
(21) D- Fee DAC Gi (avec er 


1=1 


Si l’on dérive membre à membre, il vient (en faisant ensuite 
T0) 
1=n 


ER 
n+1 ! #° EL pl 1e1 : 
Dr+: rires CHE =) = n x Duicpar+ S'I1E, x(1+ at; 


LE | 4=A 
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mais le premier membre coïncide (par définition) avec l’expres- 
I=n +1 
sion > [!£h, al; d’où, en identifiant les coefficients des puis- 
t=1 
sances de @, la relation de récurrence 
CRC Ci ETES ni): 
ef, Se o À 
avec Ë,—= 1, CL, 
Cette relation s’interprète bien simplement, si l’on introduit le 


= n!. 


polynome 
(22) K,(u)=u(u+i)(u+2)...(u+n—i1). 
Je dis qu'on peut l'écrire 
unr+ Enlun-iL Et run2+,, + Elu, 


La chose est évidente pour #21; admettons qu’elle soit vraie 
pour », et démontrons- la pour n+ir;il suffit d'écrire 


Kin=(u+n)K,= utti£un(n+ ent) +... 
+u(net+Et)+...+ un! 
ON ET LD! 


=. En définitive, A, peut recevoir l'expression suivante 
L | Be 
A — + [aft#(o) ce a—1 DE D(o) +... 
Caf'(o)], 
” 


+ _ où €! est un entier positif, à savoir le coefficient de w! dans le 
Doom Ka(u). Sous forme symbolique, on peut écrire encore 


sr L 


on ne nr 112 es < L 4 
(23) A Es is Ka(afo)= af (i+afs)(2+ af)... .(n—1+af), 
à Ann de remplacer (dans le produit effectué) f# par f/ (6). 


12. Ceci posé, donnons à « une suite de valeurs tendant vers 


zéro soit a — = ; 
log 


| finiment. La valeur correspondante de B est 1 — —=. Pour chaque 
ne 
Le 


» J désignant un eue, FER croîtra indé- 


valeur de l’entier , les domaines c; et C;, qui correspondent aux 


ni UN Ar 
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1 
A+ ll [ . 
cercles EL T (ae rayons 1 et 1 + : e = rt 5 22 sont bien 
d KA 


déterminés et tendent vers le segment réel o —1 quand j croît 
indéfiniment; dès que 7 dépasse une certaine limite X, la fonc- 
tion f(t) est holomorphe dans C; et son module y reste inférieur 
à une certaine quantité H. Dès que 7 dépasse #, la somme 


A+ A;+...+ A, qui correspond à chaque valeur de J diffère 
2H yj - ; 


donc de f(1) d’une quantité moindre en module que 


Cette quantité, s£ l’on prend n — j, peut s'écrire 2H V} ” 
x" 
I n 
1+ — 
( 2 7%) 
pour 7 très grand (!), elle est comparable à ei et moindre par 
/ 


e 
£ M 
suite que FL 
Posons donc 


n 1 à 
m=f(o)  mm=fto)+ DE Kiafe), 
1 


avec 
2 1 
# Togr” PAPE 
et 
20 =wo—=/f(0), Qi = Di — wo; Le = M9 — V1, cs Qn= On Orge 
La série 


S = Po+ Pi + Pate. +Ont... 


est une série génératrice normale. 
Toutes les propriétés énoncées dans le n° 8 s'appliquent en 
particulier à cette série S. Si on représente par w,(:)le polynome 


71 k h— r 
og(i+A) _ aG-F er AE TT (pour on 


er 
APPLE 


2 V] pi 


(!) La Los (x BAT E 


su 


; est donc moindre que 2 


donc > F L'expression pour j 2 ga 


de 24) [Po Pit. Pa —f(s)] < 
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en z obtenu en remplaçant « par «z dans w,, et par P,(:) le po- 
lynome 5(3)—w»_,(2), la série 
(M:) f(o)+ Pi(s)+...+P,(z)+... 


est un développement (M) qui converge absolument vers f(3) 
dans toute l'étoile, et uniformément dans toute aire intérieure à 
l'étoile (!). 
Insistons sur la rapidité de la convergence. Soit 
= p(cosw + rsinw) 
ou P, un point du plan complexe (fig. 5). Enfermons le seg- 
ment OP dans un rectangle À qui admet OP comme diamètre, et 


Fig. 5. 


dont les côtés perpendiculaires à OP ont comme longueur r4p et 
sont distants respectivement de O et de P de la te ao 


l 
HorpRe et garde un module inférieur à H, on a 


2H nr 2H yn 
| POMC 


(2) Les coefficients des a,;z* dans Chadite polynome &æ,(z) sont rationnels 


C désignant toujours os) Si, dans le rectangle À, f(3) est holo- 


Le 9 


en Vnet t logn. Mais on voit etais que si z remplace Vr et logr par des 


valeurs rationnelles approchées : et L, &,(z) convergera encore vers f(x), 


dans l'étoile À, pour 2 = æ, pourvu que les différences (va — £) et (lon -— £) 


il L ï . . . . 
tendent vers zéro avec 7 Suivant une loi suffisamment rapide (indépendante de 


ne fonction f). On peut donc déduire de la série (M,) une série jouissant des 
_ mêmes REPRISE mais où les coefficients des a,z*, dans chaque polynome P,, 


(TO  * 
OA pr 
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Soit B un domaine limité du plan des 3, entièrement intérieur 
à l’étoile À, et B' un domaine limité, intérieur lui aussi à l'étoile, 
et comprenant B à son intérieur. Soit, d'autre part, B, le domaine 
balayé par le rectangle À quand x varie dans toute l’aire B; lorsque 
n croît indéfiniment, B, tend vers B, et lorsque n dépasse une 
certaine limite 4, B, reste intérieur à B'. Si H désigne le module 
maximum de f(z) dans B/, l'inégalité (24) a lieu dans toute 
l’aire B dès que n dépasse k. 


43. Remarques sur le développement précédent. — 1] est loi- 
sible, dans le raisonnement précédent, au lieu de prendre x = 
de prendre pour n une valeur plus grande que 7. 

Soit, par exemple, n — j?. Ceci revient à poser 


El 
flo) 1j(2)=f(0)+ DE Ki(azf) 
1 ÿ 


avec 
2 


hp 
et x : 
Qo=To=f(o),  Q=M(z)—Mo,  Q;(z)=0,(3) — Hz) 
La série 
(m) f(o) + Q(z) + Q:(2)+...+ Q;(2) +... 


est une série (M), plus rapidement convergente que la série (M,) 
mais à termes plus compliqués. Dans l'aire B, pour la nouvelle 
série, on aura, en place de l'inégalité (24). l'inégalité 


à 2H H ; 
(25) (QE + QÉe GER RES : de ; x 
(+7) ue + 
On peut modifier légèrement cette série (m) de façon que : 


le (n + 1)" terme (qui est de degré #?) renferme z” en facteur. 


Considérons, en effet, la fonction US >) 
Sr. 

fa(s) = f(z) — 3 — as3?... — ag. ae" 

2 ” 

Puisque la fonction f(z) est holomorphe pour 3 —0, les coeffi- ACRe 


ar 4 


>? dési- 


cients a; (pour 72 21)sont moindres en module que ( 2) 
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gnant une quantité convenablement choisie; soient r, le module 
maximum de 3 dans l'aire B', et R le rapport en (ou l’unité, si ce 


rapport est <Z 1). La somme a;z+.. .+ ax3% est moindre en 
module dans B’ que ÆR#; le module de f,(z), dans B’, reste donc 
inférieur à H + ÆR4. 

Appliquons maintenant le développement (m) à la fonc- 
tion fx(z). Il suffit, dans chaque polynome [l;(z), de faire 


di = A—=...—= Uk = O. 


En particulier, pour 7 —k, le polynome W,(3) ainsi obtenu, 
polynome qui renferme en facteur 2X*!, vérifie, dans l’aire B, 
l'inégalité 
2(H+ ARE VE. 

3 3 


k? 
et 


(26) [fk(z) — Vx(z)| < 


lorsque # dépasse H, le second nombre est moindre que 


3 
GkTRE 3 /R NX 
He (z)' 
e* et 


Se . I F 5 
quantité plus petite que 7: dès que Æ est suffisamment grand. 


Posons alors 


Io— &o, gitz)=æs:+wi(s), qatzs)—=l@32+ Was) — Wi(z), :.., 
gaz) = ap2zk+ W,(z) — Wyi(z), AS 
La série 
n 
(m1) do+ 41(3)+...+ qn(3) +... 


est une série (M), qui converge absolument vers f(z) dans toute 

MT AE LA | ENRE £ A TR À VA 
l'étoile, et uniformément dans toute aire B intérieure à l'étoile. 
En effet, la somme a+ qgi(s) +... gx(s) est égale à 


do+dz+...+ aps + WVy(s), 
et par suite, d’après l'inégalité (26), diffère de f(z), dans B, d’une 
quantité moindre que FL dès que # est suffisamment grand. 


- Dans la série (m,), chaque polynome 9, est de degré n? et ren- 


on obtient une nouvelle série génératrice (qui est normale q 8 
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ferme en facteur 37; on peut écrire 


Qn= 2[Antn+ 3 nt nr. + 2-0} nan]. 


Chaque dérivée ft (0) = n'a, ne figure donc plus au delà 
du (n + 1)" terme. 


- 

La série (M,), dont nous avons déduit les séries (m) et (m), : à 
est une des plus simples parmi les séries (M) connues. Elle a été Ê RE 
formée, pour la première fois, par M. Frédholm. Mais il est évi= Ÿ 
dent que la méthode des n°° 5 et 6 permet d’en former une infinité 1 
d’autres. Le mode de transformation que nous allons indiquer … Cr 


fournit d’ailleurs le moyen, une série génératrice normale étant 14, 
connue, d en déduire aisément de nouvelles (!). - Loftte 


14. Transformations d'une série génératrice. — La fonc- re 
tion f(t) étant holomorphe pour 0 £ LE l, remplaçons-y tparune 
fonction g(8), choisie une fois pour toutes, qui répond aux AS 
conditions suivantes : g(0) est holomorphe et comprise entre o 2 
et 1 pour o£8£1; de plus g(o)—o et g(1)—1. La fone K 
tion f,(0)—/[z(8)] est, elle aussi, holomorphe pour o £8<1." 
Supposons donnée une série génératrice : soit la série S du n° 12 
Si l’on applique ce développement à la fonction f,(8), la série d 
obtenue converge etreprésente fi (1 1) == #19 0e série fi(8)e8e k: 
développable en série de Mac-Laurin 


f1(0)=ao+a 0+a,0t+..…, 
: . . e ? "et: TNT 
les a, étant linéaires et homogènes en &,, ..., 4n; à savoir 


a, = ag (0), je = aa8*(0)+ ag" (0), DEC 


la première série est normale). 


” 


gine, Lout autre point z= adu plan, à condition de Dupin 
FAST E 4 (o). QE RATES (a), as Rs nouvelle np M ainsi fo 
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Par exemple, soit g(0)=— 4# (k entier positif). On a 
YAUDE ao + a30#+.. RC an0kn+,.., 
c'est-à-dire a, — 0 d,_, —=0, d,— PRE L 
DO PNG Ode dif di) 0,12, La 
nouvelle série génératrice s’obtiendra donc : 1° en annulant dans 
la série S tous les a, dont l’indice n n'est pas un multiple 


de k; 2° en remplaçant ensuite chaque ax où n = 7Jk par dj: 
Pour chaque valeur de k, on déduit ainsi immédiatement de la 


‘série S une autre série génératrice. D’un développement (M), par 


exemple du développement (M,), on déduit donc un autre déve- 
loppement (M) : 1° en annulant tous les a, dont l'indice n n’est 
pas muliple de Æ; 2° en remplaçant ensuite a;xz/* par a;z/ (l’en- 
tier X est choisi arbitrairement une fois pour toutes). 


15. Une autre transformation des séries (M), uniformément 
convergentes dans toute aire intérieure à l'étoile, provient de ce 
qu’elles sont dérivables et intégrables terme à terme. Supposons 
connu un développement (M) : soit (M') la série obtenue en déri- 
vant terme à terme la série (M) qui représente f (3), et soit (M!) 
la série qu’on obtiendrait en appliquant à f'(3) le développe- 
ment (M); en général (voir p. 111), les deux séries (M') et (M!) 
sont différentes. D’après cela, au lieu de développer f(z), dévelop- 
pons f'(z) en série (M), puis intégrons terme à terme de o à z 
et ajoutons à. Nous obtenons une nouvelle série (M) qui se 
déduit de la première en remplaçant partout a," par any: gti: 


(n—0, 1, 2, ...), et en ajoutant à. Plus généralement, en 
è dk , à : ; 
développant eh, on obtiendrait une nouvelle série (M), qui se 


déduirait de la première en changeant partout 4,3" en aux get, 


et en ajoutant en tête &@+@,3+...+ ax n2*7t. Si, au lieu de 


partir de la dérivée de f(3), on part de la primitive de f(z), on 
voit de même que de la série (M) on peut déduire une autre 
série (M) : 1° en supprimant les termes en &o, 2° en remplaçant 


_ partout ensuite anz* par an.,3% !. Plus généralement on peut 


A0 
Dr « 


supprimer dans (M) tous les termes en &,, @,,..., ax_, (entier 
donné) et remplacer ensuite partout a,,,3"T# par an 2" : la nou- 


- velle série ainsi obtenue est encore une série (M). 


16. Transformations imaginaires d'une série génératrice. 


2 
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Étoile curviligne. — Dans la fonction f(t), effectuons encore la 
substitution {= g(8), la fonction g(4) étant toujours holomorphe 
pour o£8 £1, égale à o pour Ô = 0, à 1 pour Â— 1, mais n'étant 
plus réelle quand À varie de o à 1. 

Quand il en est ainsi, 0 variant (par valeurs réelles) de o à 1, le 
point £ décrit dans son plan un certain chemin / qui va de t=0 
à t— 1. Si la fonction f(t) est holomorphe sur / (extrémités com- 
f{8(8)] est holomorphe pour o £0£1; 
considérons une série génératrice (soit la série S du n° 12), et 
formons cette série pour la fonction f,(8) = as+a,0+a,02+...; 
le développement ainsi obtenu converge vers f,(1) = f(1). Mais, 
d'autre part, a, &,, ... sont des combinaisons linéaires et 


prises), la fonction f, 


homogènes de &, &, -.. [bien déterminées une fois choisie la 
substitution £ — g(8)]; de la série génératrice on déduit donc une 


Fig. 6. 


série de forme analogue, soit (S!), qui jouit de la propriété sui- 
vante : elle converge et représente f(1), quel que soit f(t) 
pourvu que f(t) soit holomorphe sur le chemin [, extrémités 


comprises. Nous donnerons à de telles séries le nom de séries 


génératrices d’espèce l. Si la série dont on est parti est normale, 
il en est de même de la série transformée. 
Introduisons maintenant la fonction f(3t), où 3 est te pro- 
visoirement comme une constante, et appliquons à cette fonction le 
développement (S!). Il suffit de remplacer partout, dans la série (S2). 
que nous venons de former, ax par 4,3" (n —1, 2, 3, ...). La 
série ainsi obtenue converge pour 3 — %0 et ieprésee fs Si, 
£ variant de o à 1 sur l, la fonction f(z,t) est holomorphe; autre- 


+ 
Ÿ 

- 

à 

1" 
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“ 


’ 
Ée 
* 


3 


Ne 
12 
JA 
4 
%) e 
R 


% 


SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 127 
ment dit, st la fonction f(z) est prolongeable régulièrement 
(à partir de 3 — 0) sur le chemin l°, jusqu’au point 3, inclu- 
sivement (1). > 

Considérons l’ensemble de tous les points z, du plan pour 
lesquels cette condition est remplie; nous représenterons par A! 
ce domaine, et nous l’appellerons l’étoile curviligne d’holo- 
morphie (d'espèce let de centre O) attachée à la fonction f (3). 

Si un point z, est exclu de l'étoile, c’est que le chemin /*° ren- 
contre au moins un point singulier 6 de f(z). Marquons donc, 
dans le plan des 3, tous les points singuliers € de f (3) qu’on ren- 
contre en prolongeant f(z) le long de chaque chemin /*, c’est- 
à-dire le long de chaque chemin obtenu en prenant un homothé- 
tique de / par rapport à O et en le faisant tourner autour de O. Tous 
les points 3, du plan exclus de l'étoile A! sont tels que 3, £ (pour 
un certain point £ de /) coïncide avec une des valeurs €. D'après 


cela, soit /, le transformé de / dans la correspondance t, — ; ; 


les points exclus de l'étoile A! font partie des courbes Æ. 

À chaque série (M) la transformation précédente [une fois 
choisie la fonction g(8)] fait correspondre une série de même 
forme, que j'appellerai série (M) d’espèce [, ou (pour abréger) 
série (M). 

Donnons-nous arbitrairement, dans le plan des {, une courbe / 
qui joint les points £= 0.et {= 1, et qui est partout analytique 
et régulière (extrémités comprises). Soit s l’arc de courbe compté 
positivement à partir du point £— o vers le point £—1,'soit 59 


. S . 
la longueur de l’arc entre t— 0 et 1 —1, et soit enfin 0 — ra Si 
0 


nous posons £ — u + &p, les coordonnées w, du point £ sont des 
fonctions réelles et holomorphes de 0, u—g,(8), = ga(), 
pour 0£0£ 1. Il suffit de poser 


ur M. t=ut+ivr=gitig: = 8(0) 


pour définir une transformation (2?) qui déduit de la série (M} 


(!) Pour la notation, voir le n° 8. 
* (2) I est loisible d’ailleurs, le chemin Z étant choisi, de remplacer, dans l’éga- 
lité (27), 9 par y (8), la fonction y (4) étdnt holomorphe, réelle et comprise entre o 
et 1 pour o <0£ r, et telle de plus que y(o)=0, y(1)= 1. 


J 
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donnée [par exemple, de la série (M,)] une série (M!), conver- 
gente dans l'étoile curviligne A!, qui correspond à la courbe 4. 
o 
47. Exemples. — Choisissons, comme chemin /, l’arc de la 
parabole 


v= hu(u—:) (2 constante réelle + ou —) 


compris entre l’origine et le point u—1, 6 —0o. Il suffit de 
poser ici 

t=u+i=0[i1+1hk(0—1)] = g(86) 
pour obtenir une fonction g(06), holomorphe pour oS8£1, et 
telle que 4 croissant de o à 1, le point 4 parte de l’origine et décrive 
la parabole donnée jusqu’au point £ — 1. Cette parabole a comme 


; I ; I h 
axe la droite u— >» pour sommet le point u — DV=— ra pour 
paramètre TA - Elle se réduit à l’axe des w quand h s’annule. 


Si, dans la fonction 
JS) = do+ dit + at?+.. ñ 
on remplace £ par 8[1+ #4(0 —:1)] = 0(c0 + d), il vient 


fA1(8)=a+m0(c0+d)+...+a,02(c0 + d)r+,.… 
= a+ a,0+...+a,0r+..., 
en posant 


RER) | 
dy = Andi+ an-1dn?c 


ne 


Î 
<t) 


d=1—ih, CEA 


avec 


Pour fixer les idées, partons de la série (M,). Il suffit, dans 
cette série, de remplacer a, 3" par l’expression 
.s(n—Jj)(n—j—1...(n—27 + 
16 dis Var js du=yer CR IERE JET se (RARES (0. £ jet) 
Ë J: 2/ 
j | 
pour obtenir une nouvelle série, soit (x{), de forme entièrement 
analogue, et qui converge dans l’étoile curviligne A! correspon- 
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dant à l’arc de parabole Let à la fonction f(:). Le (n + jyiène terme 
de cette série est un polynome en z de degré n. 


Par exemple, appliquée à la fonction f{(z) — ue la série (pt?) 


représentera celte fonction dans tout le plan, sauf sur l’arc de 
la cubique : (0 — hu)(u?+ v?) + hu? — 0 extérieur au cercle 
u2+ p2— 1. 

IL est facile de préciser la convergence de cette série (17). Tout 
d’abord, il est évident qu’elle converge absolument comme la 
série (M,). Pour limiter le reste, il suffit de considérer le module 
maximum H de la fonction f,(0) —f[:g(0)] quand 8 varie dans 
un rectangle À qui a l’axe réel pour diamètre, et dont les deux 
côtés normaux à cet axe ont comme longueur *« et pour abscisses 


— «et \ + «a, («= — pes): Si l’on arrête la série après Le (n + 1 )ième 
2H _ 

+ 
(voir le n° 12, p. 120). D'autre part, au rectangle À l'égalité t — e(0 ) 


fait bles une aire D, qui comprend à son intérieur l'arc 
de parabole et tend à se réduire à cet arc quand « tend vers zéro. 


terme, le reste R, de la série est en module moindre que 


Quel que soit le point 6 du rectangle À, sa distance minima à un 


. , . N r? 
point du segment réel o — 1 est moindre que a. f1+ Fa < 24; 


par suite, quel que soit le point £ de l’aire D, sa distance minima 
à un point de l'arc / est moindre que 2a[1+|h|+2|A0]|], car 


on sait que 
18(8)— g(%o)1 = 18 6) x |8"(6:)}, 


_ 0, désignant un point convenablement choisi sur le segment rec- 


tiligne qui joint 0, et 4. Or, dans A, on a 
La/(O)1= 11 éRCa8— Sn AI A0) Sa + VAI(S + 40). 


Quand |A| est moindre que 1, ce que nous supposerons par la suite, 
et « moindre que 1 (c’est-à-dire » >> 8), la quantité 1 + |A|(3 + 4a) 
est moindre que 7. Dans ces conditions, décrivons, de chaque 
point de { comme centre, un cercle de rayon 144, et soit d l'aire 


| _ du plan ainsi balayée : considérons ensuite l’aire semblable d%, 
ie qui tend vers l'arc de a. Lo, Lan n croît indéfiniment. 


E. B. 9 
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dans l'aire d* dès que n dépasse une certaine limite #, et son 
module reste, dans cette aire, inférieur à une certaine quan- 
tité H. On a donc, pourr >, 


ur 


e 


e 


[Ra (30)| x 


Il suit de là presque immédiatement (voir p. 110) que la 
série (u?) converge uniformément dans toute aire B dont tous les 
points (contour compris) appartiennent à A’. Elle est donc déri- 
vable et intégrable terme à terme indéfiniment dans l'étoile A. 


18. Au lieu de l'arc de parabole /, considérons le demi-cercle 


supérieur À décrit sur le segment o — 1 comme diamètre. On peut 
prendre, comme transformation correspondante, 


, U FE 1 ; 
LEUR ENT (1— cos x + ésinrô) = - (1— e—irb). 
2 
Si l’on pose encore 
aa in) % in ÿ2 ! 1 92 
LASER cp 5 Ÿ+...= a+a0+a,02+..., 


on a 
L 
An = Cintre... + Cn,nAn) 


les coefficients c;,, ayant des expressions faciles à former et que je 
n'écris pas pour abréger. Si l’on remplace, dans la série (M), 


les a, 2" par (Ci, n 413 +...+ Cn,nAn2"), la série (À) ainsi obtenue 


converge vers f(z) dans tout le plan, sauf sur des demi-droites 


issues de points singuliers € de f(z) et faisant avec la direction OK. 


, T 
l'angle — + 


Si, au demi-cercle X, on substitue le demi-cercle inférieur !, 


Ph n 
tP 


il suffit, dans ce qui précède, de changer 8 en — 8 et l’angle 2. 


1 


en + … / 3-68 1 


D'une manière générale, soit /' le symétrique de l'arc L par 
rapport à à l'axe réel : pour passer de / à [’, il suffit de changer . ê 


en — & dans g(0) — g,(0) + iga(0); les deux séries (Mt) et (Me) 3 


sont alors conjuguées l’une de l’autre : j'entends par là que les 


+4 
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coefficients de a,z" (pour z quelconque) sont conjugués dans les 
termes de même rang de (M) et de (M°). 


19. Etoile curviligne attachée à une fonction multiforme. 
— Quand la fonction f(z) est uniforme dans tout son domaine 
d’existence, il n’y a aucune ambiguïté sur la valeur représentée 


par une série (M‘). Par exemple, la fonction — - est représentée 
par la série (LÀ) dans tout le plan sauf sur la demi-droite x =1, 
YF < 0. 

Mais, quand la fonction f(z) est multiforme, il convient de pré- 


ciser : la branche représentée par une série (M!) en un point z de 


Fig. 7: 


A’ 


. … l'étoile (A!) est la branche prolongée régulièrement le long du 
chemin Æ (à partir de l’origine). 

Par exemple, soit f(:)—#ÿ1— 32 [avec f(o) = +1]; la sé- 
rie (1), formée pour cette fonction, converge dans le plan sauf 
sur la demi-droite x —1, y<o, qui est une coupure de la 

: branche représentée. Si l’on désigne par f,(z) la valeur de f(z) 
__ prolongée régulièrement le long du vecteur Oz, la série (uw) re- 
_ présente f, (3), sauf dans le JRACRAREE > 1,7 < 0, où elle repré- 
_ sente — f,(z). 

| Du peut se faire que les lignes frontières de (A?) se coupent, de 
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que cet espace est exclu de l'étoile. Soit, par exemple, 


(29) so=ÿa-ol- rs ](- <<) [f(o)=1]; 
la série (l}) converge dans tout le plan sauf sur les trois demi- 


droites AA', BB’, CC'( fig. 9) ; elle représente f, (3) sile vecteurOz 
n’est coupé par aucune (ou est coupé par deux) de ces trois demi- : 


droites et elle représente — f, (z) si le vecteur Oz est coupé parune 
ou trois de ces demi-droites. En particulier, pour tout point z du 
triangle [JK, la série représente — f,(z), et le chemin l ren- 
contre au moins une des trois demi-droites exceptionnelles. 


20. Considérons à la fois les deux séries (À) et (uw), et 
soit ph et wA le (n + 1)?" terme de ces séries. Désignons par (w) » 
ee _E er =: : Ps ty: 
la série Ds - Cette série (où les coefficients des a,5” sont 
réels) présente des propriétés remarquables. : eh 
Tout d’abord, appliquée à une fonction uniforme, elle repré 4 
sente cette fonction sauf sur les droites normales en chaque point 
singulier € à la droite OÙ. Mais si la fonction est multiforme, elle 
CNE 


représentera f (3) dans le voisinage de l’origine, et dans d’autres 


parties du plan ee (fs f2 désignant deux branches de f conve- 


nablement oies), C'est ainsi qu’appliquée à la fonction vi D. 
la série (\) converge vers f,(3) dans le demi-plan x <1 et vers 


zéro dans le nd xæ>1. Au contraire, la “ie 


Ree de ve dans le demi-plan æ > 1. # 

De même, appliquée à l’exemple (29), la série (w) représen Le Re 
zéro dans le triangle IJK (fig. 7) et dans les trois angles CAB | 
A'KB", C'JA'; elle représente f,(:) dans le domaine du plar . 
(comprenant l'origine) limité par la ligne brisée indéfinie CL: 
el une branche continue de f(z) dans les autres portio 
plan B’KJC' et B'IJ A’. de 


Ainsi, il existe des séries de la forme 


n D (on do+ Ain +... + Ânn An 2!) 
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qui convergent uniformément vers f(z) dans le voisinage de 
l’origine [quelle que soit la fonction 


fa) = d+ a+ a:3+..., 


holomorphe à l’origine] et qui, pour certaines fonctions f(z) 


telles que V1—3z, convergent uniformément vers zéro dans 
une autre partie du plan. 


: Fe + vw 
Au heu de la combinaison ra 


» on aurait pu former aussi 
aPn+ bo 
+ 0 
. , FRAC r. ET ‘ . , ” 
rien à V1 — 2, la nouvelle série (v}) ainsi obtenue repré- 


—b)vi 


denterait —9)VI # nr Z dans le demi- -plan x > 1. 


bien la combinaison » (a, b constantes numériques). 


Enfin, on arriverait à des conclusions analogues en combinant 
deux séries conjuguées (M!) et (M!) quelconques. 


2. Extension des résultats précédents. — Nous sommes 
partis, dans ce qui précède (n° 16), d’une courbe / joignant les 
points {—0,t—1 et partout analytique et régulière. Maïs il est 
loisible de se donner entre o et 1 une courbe continue entière- 
ment quelconque, soit L. En effet, une telle courbe peut toujours 
_ être regardée comme la limite d’une courbe analytique régulière 
(joignant o et 1), qui dépend d’un entier n : quand n croît indé- 

finiment, cette courbe /, tend vers L. Pour chaque chemin /, « 
sait former une série (M!) représentant f(z) dans l'étoile A4; 

_ quand Ztend vers L, A! tend vers A. 

_  Appelons d Pare balayée par les cercles ayant leur centre 


“IS [1 . L 

: sur /, et de rayon + : on peut dans la série (MA) prendre un 

nombre de termes assez grand pour que la somme de ces termes, 
Ë FAR > . H 

soit gn(z), diffère de /(3) d’une quantité moindre que =; sous la 


seule condition que la fonction f(z), d'ailleurs quelconque, soit 
holomorphe et de module inférieur à H dans d°. Ceci posé, je dis 
_  quelasérie:q;+(g2—q1)+(qs—4q2) +... est une série (M): 
Ne. en peser soit zun point de l'étoile AL et B une aire renfermant à 
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une certaine limite #, le chemin /? et l'aire dz correspondante, étant 
M ; : H 

x 2 LA à à , æ ; 
très voisins de LZ, sont intérieurs à B; et l'on a |f(z) — qa(2)| << 


La série : gi +(g»— qi) +(gs— qg2)+... converge donc abso- 
lument dans l'étoile A! vers f(z) [c'est-à-dire vers la branche 
de f(z) prolongée le long de L7]. 

Il résulte aussitôt du raisonnement qu’elle converge uniformé- 
ment dans toute aire intérieure à cette étoile. C. Q. F. D. 

Par exemple, prenons pour L la spirale logarithmique p =e/v 
(p et w coordonnées polaires de t= uw + iv; h const. > 0). Pour 
& — 0, p est égal à 1; pour & — — , p est nul; l’origine est un 


point asymptotique. Nous poserons : 
t int@-1) 
l=u+ ip ——— (enË-1n—e-r)e À ; 
1—e# 


quand À croît de o à 1, par valeurs réelles, + décrit un arc de spi= 


rale /, du point £ —0 au point {—1; cette spirale /,, qui est 
Q 4 CAF AE ‘1 L. 
définie par l'égalité : £ + 5 — eh) els, est une spirale 
A . ù È — en 
semblable à L, ayant comme point asymptote le point t = sr 
et qui tend vers L quand n croît indéfiniment. » 
L'étoile A! qui correspond à la spirale L est intéressante parce 
que deux lignes frontières de l’étoile ne se coupent jamais, et cela 
quelles que soient les singularités de f(z). La spirale L (en parti- 
culier la droite o — 1) est la seule courbe qui réponde à cette con- 


dition (!). £ “4 


29. Indiquons rapidement une autre généralisation; Partons de 
l'égalité 
3 — p(30, {) 


(!) En effet, soit L'la transformée de L dans la substitution t = a les courbes 
; < 1 À | EVER 
L'= (qui dépendent des deux paramètres réels æ, y, si z = æ+iy) se coupent … 


et par chaque point de l’éspace il en passe une infinité, à moins que toutes les 52, 
courbes L'* passant par un point arbitraire P ne se confondent. Pour qu'il en 2p 
soit ainsi, il faut et il suffit que la courbe L’ admette une transformation con- [TAN 
tinue en elle-même de l'espèce : p, = Xp, w, = w + À. Or les seules courbes jouis- 
sant de cette propriété sont des spirales logarithmiques de foyer O (en particulier 
les cercles de centre O et les droites issues de O ); les inverses de ces courbes sont re: 
des courbes de même espèce. Les cercles sont à écarter puisque L doit passer par 5“ 
l’origine. AN 
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où p désigne une fonction entière de 3, et une fonction holomorphe 
de & pour £ réel et compris entre o et 1 (o£#4£1); de plus, cette 
fonction s’annule avec t et est égale à 3, pour £— 1. Quand £ croît 
de o à 1, z décrit une courbe bien déterminée, soit L,,, de o à zo. 
Par exemple, soit p —1t[30+(t—1)25] : la courbe ,, est une 
parabole facile à définir géométriquement. 
Introduisons maintenant la fonction F(t) = f(:) = f{b(20, t)|; 
si f(z) est holomorphe le long du chemin /., (extrémités com- 
prises), F(£) est holomorphe dans l'intervalle o£4£1, et F(1) ou 
f(%0) est représentée par la série génératrice normale S du n° 12 
(ou par toute autre); posons encore 
| F(t)= ao+at+ast+...; 
on a 
a, 
0(3, 1) = t1p}(z, 0) + = pes, 0)+...—= tp1(3) + Epea(z)+..., 


les p;(z) désignant des fonctions entières de 3 (des polynomes si p 
est un one en z). D’où 
FTP (30 t)] = ao+ ip + asp?+... 


x A = Go+ dp1(3o)t + (aps + asp?) +..., 
c'est-à-dire 


di dpi so),  Ay = diP2(20) + a2:P?(20), 3 


d’une façon générale, a, est une combinaison linéaire et homo- 
gène de @&, ..., &n, dont les coefficients sont des fonctions 
entières connues de £,. Il suffit de remplacer les a/, par ces expres- 
sions dans la série S pour obtenir une série de la forme 


(30) do + (n) Ta ri,n(Zo) ne arr n(30) +... + GnTn,n(%o)]; 


où les r sont des fonctions entières connues de Z,; cette série 
converge vers f(2) si (3) est holomorphe le long du chemin Z,.. 
Les points exclus de cette nouvelle étoile de convergence sont 
donc les points € tels que sur le chemin 4 on rencontre une sin- 
gularité de la fonction f(z) prolongée. 

Il serait aisé d'étendre ces résultats (convenablement modifiés) 
au cas où la fonction p(z, t) ne serait pas entière en z. Je veux 
seulement indiquer ici un problème qui se pose à ce sujet : à 


. chaque point z du plan des 3, attachons un chemin bien déter- 
4 = L 0 J n , . . 
_ miné /, allant de l’origine à 3 et qui varie d’une façon continue 
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avec 3. Existe-t-il une série répondant aux conditions suivantes : 
1° son ni" terme est linéaire et homogène en &,, ai, -.., an, les 
coefficients étant des fonclions connues de 3; 2° elle converge 
vers f(:) [quelle que soit la fonction f(:)] pourvu que sur le 
chemin {, la fonction f(z) soit prolongeable régulièrement 
jusqu’au point 3 inclusivement ? 

D'après ce qui précède, on peut choisir des chemins /, tels que 
la réponse soit affirmative. Mais peut-on les choisir arbitraire . 
ment ou, sinon, quelles conditions doivent-ils remplir? Ce sont là 
des questions non encore résolues. 


23. Application aux fonctions réelles. — Restreignons-nous, 
pour un instant, aux valeurs réelles x de la variable. Quand nous 
développons f(x) en série (M’), la série converge si f(z) est 
holomorphe le long du chemin }, et représente la valeur de f 
avec laquelle on arrive en x en prolongeant analytiquement f(x) 
(à partir de 3 — 0) le long de £z. 

Imaginons, plus généralement, qu'à chaque point x, on fasse . 
correspondre un chemin l(xs) joignant x, à l’origine, chemin 
qui soit analytique et régulier (extrémités comprises) pour 
chaque valeur de xs, et qui varie avec x, d'une façon ana 
lytique et régulière (*). Autrement dit, soient s l’arc de ce chemin 
compté à partir de O vers æo, et s(x,) sa longueur totale; les coor- < 
données +, y d’un point du chemin sont des fonctions holomorphes 
de s et de x, pour tout couple s, æ, tel qu’on ait o£s£c(æ}; 
s(æ,) est une fonction A AE pour toutes les valeurs réelles 


de x, et, si l’on pose —— e Le = t, x et y sont des fonctions holo- 
morphes de # et de æo, quel que soit æ,, pour o£t£1. Il suffit bte 
alors de poser a 4 


æ + iy = (To, 2) 


AR An le chemin /(2,) sous la condition qu’il soit continu et varie a! 
dune manière continue. 


choisie de chemins {(æ); ce sont des combinaisons entières de 


Pe( To 0), PACA (6) RME 
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morphes pour x réel : cette série converge si, le long de l(xs), 
f(x) est holomorphe, et elle représente la ie de f prolongée 
jusqu’en x, sur ce chemin. 


24. Supposons notamment que la fonction f(z) soit uniforme 
et ait toutes ses singularités réelles; chaque série (M!) repré- 
sentera f(x) pour toutes les valeurs de x (les valeurs singu- 
lières exceptées), et elle sera dérivable terme à terme indéfini 
ment : la série et les séries dérivées convergent uniformément 
sur tout segment de l'axe réel qui ne comprend pas de point sin- 
gulier. 

Si la fonction, toujours uniforme, est holomorphe dans un cer- 
tain angle OA et dans l’angle prolongé, il suffit de prendre 
comme chemin / un arc intérieur à cet angle pour que la série (M!) 
correspondante jouisse encore des propriétés énoncées. 

Quand la fonction f(z) n’est plus uniforme, distinguons les 
valeurs de f(3) à droite et à gauche de la demi-droite O x. Con- 
sidérons un petit angle positif x OA et prolongeons f(z) dans ce 
petit angle : nous dirons que nous étudions f(3) à droite de Ox, 
et nous représenterons par fa(z) la fonction ainsi prolongée 
(fonction en général multiforme). Le point P étant donné sur Ox, 


décrivons de O comme centre un cercle de rayon OP; si Jfa(z) est 
uniforme (ou holomorphe) à l'intérieur de ce cercle et de 
l'angle xOA (pris suffisamment petit), nous convenons de dire 
que f(3) est uniforme (ou holomorphe) à droite de O x jusqu'au 
point P; dans ce cas, la valeur de f4(2) est bien déterminée en 
tout point x de OP [non singulier pour fa(z)]: c’est, Par défini- 
tion, la valeur de f du côté droit de Ox. 
Les valeurs de f à gauche de Oz, soit f£(z), se définissent de 
_ la même manière en considérant un petit angle xOB négatif (*). 
Remarquons que si la fonction f4(3) est uniforme à droite de OP, 
et ne présente sur OP que des points singuliers isolés non crt- 
tiques, fa(z) coïncide sur OP avec f(z). Au contraire, il peut 
arriver que f4(5) ne présente sur OP d’autres singularités que des 


k ()J1 est évident que ces définitions s'appliquent d’elles-mêmes à une demi- 
_ droite quelconque issue de l’origine, et en particulier à l’axe réel négatif. 
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points critiques algébriques, tandis que f,(3) présente sur OP 
des singularités transcendantes (!). 

J'ai insisté sur cette terminologie parce qu’elle nous servira 
plus loin. Admettons maintenant que f(z) soit holomorphe dans 
un certain angle positif + OA : la série (M!) représentera f(x) en 
tout point z non singulier pour f4(x), du moment que l’arc / aura 
été choisi intérieur à l’angle æOA. Soit [' le chemin symétrique 
de À par rapport à Oz, et (M?) la série conjuguée de (M!) (n° 18): 
la série (M?) représente f,(x), si f(z) est holomorphe dans l’angle 
zOB (symétrique de æOA). 


25. Considérons en particulier une fonction f(z) qui n'ait 
d’autre point singulier que le point 3 — 1 autour duquel deux va- 
leurs seulement de f(z) se permutent. Les séries (M!) et (M!) 
convergent sur l’axe O x sauf pour x — 1 et représentent respecti- 


vement fa(x) et f(x). 
Si l’on ajoute terme à terme les deux séries (M!) et (M”}), multi- 


5: Pre À la nouvelle série (N°) 
HP PE SIENS) ) pour TT. 


nr D cr) 


pliées respectivement par 
représente f(x) pour x < 1 et 


Faisons notamment a — b; la série 
Sax) + fe(z) 
2 


représente f(x) 


1 


pour x <1 et pour æ>1; comme f(3) n'a que 
deux branches, soit f et f, f+f\ est une fonction uniforme F(z) 


L Sata) + fer) F(x) 
2 2 
représente donc une fonction à-deux branches pour x < 1 et une 
fonction uniforme pour x > 1. Remarquons que si f(x) est réelle 
(pour + voisin de 0), &o, @i, @2, ... sont réels et la série 


n’est autre chose que ; la nouvelle série … 


(M!) + (M!) a ses termes réels pour z réel. " 19 
D RCE Cut) UN) : PS DA ANENEE 
C’est ainsi que la série » appliquée à Vi— x; repré io 
sente Vi —x A SO RE 
GAY 

LE? ne 

1 ! * Le 

F : 4 ue 0 

(:) Exemple : ft )= et VITE (où + Vi 3 =1 pour 3 =0); sur Oz, la e A: 


branche f,(z) n’a qu’un point singulier (point critique slsérques pro 
tandis que f,(:) a en outre un point essentiel z = 2. | 
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Les séries (M?), (M), (N°) convergent ici uniformément et abso- 
lument sur tout segment de l’axe réel qui ne renferme pas æ — 1, 
etilen est de même pour les séries dérivées. Appelons G(x) la 
fonction définie pour x quelconque (:£1) par la série N!(x). 
La fonction G(x) a des dérivées de tout ordre sauf pour x — 1. 
Formons, pour cette fonction, la série (N°), mais en prenant xs 
comme origine (voir la note (1), p. 125). Si x$ << 1, G(x) coïn- 
cide avec f(x) pour æ voisin de x, et la nouvelle série N° (d’ori- 
gine &,) représente, comme la première, la fonction G(x) tout le 
long de l’axe des x (le point x —1 étant toujours excepté). Si 
afa(z)+ bfe(x) 

a+ b 
la série (M!’), d’origine xs, représente G(x) pour x >1,etGi(x) 
pour æ<1, G;(x) désignant la valeur obtenue en prolongeant 
-G(x) de x > 1 à x <1 au-dessous de l’axe des x. Or, quand 
on prolonge f(x) de x << 1 à x, > 1 au-dessus de Ox, on arrive 
en x, avec la valeur f4(xo); si, partant de x, avec cette valeur, on 
chemine au-dessous de l’axe des x,.on revient en x <1 avec la 


æo>1, G(x) coïncide (pour x voisin de x,) avec 


. 
» 


valeur f,(x). Il suit de là que G,(x) = Hs eR et que les sé- 


ries (M’), (M”), d’origine xs > 1, représentent respectivement 


cher, ER pour æ 1; la série (N°) d’origine xo > 1 repré- 


a(af,+bf)+b(af +bf;) 
(a+): 
expression diffère en général de f(x). Mais peut-on choisir a et b 
de façon qu’elle coïncide avec f(x), quelle que soit la fonction f 
(à deux branches)? Il faut et il suffit pour cela qu'on ait : 
a+ b— 0, 2ab—(a+ b}, c'est-à-dire b — + ia. Représen- 
tons par (N°) la combinaison (M!)+ :(M!'); la série (N!) jouit, 
d’après ce qui précède, des propriétés suivantes : elle converge 
quel que soit x, sauf pour x = 1, et elle converge absolument 
et uniformément, ainsi que les séries dérivées, sur tout seg- 
ment de l’axe réel qui ne renferme pas le point x —1; sa 
fa(x) + ife(t) 
1+i 
pour x >1.Si l’on forme, pour la fonction G(x), la série (Ni), 
d’origine x 1, cette série jouit de toutes les propriétés de la 
première et représente comme elle la fonction G(x) tout le long 
de l’axe des x (le point x =1 étant toujours excepté) : cela, 


sente donc pour æ <1. Cette dernière 


somme G(x) coïncide avec f(x) pour x <1 et avec 
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quelle que soit la fonction f(x), pourvu que cette fonction n'ait 
que deux branches et n’admette que le point singulier x =. 

Ce résultat est remarquable, si l’on réfléchit que G(x) coïncide 
(suivant que x est > 1 où << 1)avec deux fonctions analytiques :- 
différentes (!). 

Par exemple; appliquée à f(z)— V1 — 3, la série (N!) repré- 
sente Vi x pouræ<1,et Var t pouræ > 1. 


26. Séries (M) qui convergent sur les droites frontières. — 
En se servant des séries (M?), on peut former des séries (M) qui 
convergent non seulement dans l'étoile A, mais encore sur les 
demi-droites frontières, pourvu que les points singuliers dont 
ces droites sont issues satisfassent à cerlaines conditions très 
générales que nous allons préciser. À 
Considérons, en effet, une série (M!), par exemple la série b 
du n° 17, qui correspond (2?) à l’arc / de parabole IS 


= — hu(u —:1) (R>0o), 


compris entre les points { — u + iv — 0 et t—1. La somme S; Se 
des (7 + 1) premiers termes de la série (1?) diffère de f(z) d’une ; 
de. : H : 
quantité moindre en module que AH si f(s) est holomorphe et 
r VA : 

ex . 

de module inférieur à H dans ie d> ( déduite de l'aire d balayée ÿ 

par les cercles de rayon 14 — "= dont les centres décrivent t): As 

Rex %», £ 

cela, quelle que soit la constante k, de module moindre | que: FPE 

Ceci rappelé, adoptons, pour chaque valeur de l’entier #, une 


. r I . . . 
valeur de À qui tende vers zéro avec a MAS infiniment plus 


(1) On peut former des exemples où la série (N4 ) jouit de toutes les propriétés … 
précédentes et de plus converge absolument et uniformément sur tout segment d&æ 
l'axe des æ ainsi que les séries dérivées. Mais, pour æ = 1, la fonction G(x) est , 
nulle ainsi que toutes ses dérivées et la série (N{) d’origine 1, au lieu de res 
senter G(æx), est identiquement nulle. ‘ 

(?) On pourrait partir de n’importe quelle série (Mi), sous la seule restrict 
que le chemin Z ne traverse pas l’axe des æ. Si le chemin / traverse l'axe d À 
la méthode même du texte permet aisément d’apercevoir les modifications 
sue apporter aux conclusions das vont suivre. 


c 
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lentement que x. Posons, par exemple, 


_- 2 
n=+va=|/ 


(hk étant positif, le chemin / est situé au-dessus de Ox) (!). 
Quand x croît indéfiniment, l’étoile A! (bien déterminée pour 
chaque valeur de n) tend vers l'étoile À, et le domaine d° tend à 


se réduire au vecteur Oz. D'autre part, pour chaque valeur de n, 
SA est un polynome en z bien déterminé, de degré n, qui, lorsque 
n croît indéfiniment, tend vers f(z) pour tout point 3 de À : car 
dès que x dépasse une certaine limite, d£ différant très peu du vec- 


teur Oz, f(z) est holomorphe dans d* et y garde un module infé- 
rieur à une quantité fixe H. Au lieu d’un seul point 3, considérons 
une aire B intérieure à À, et une aire B’ comprenant B à son inté- 
rieur, mais intérieure à À : dès que x dépasse une certaine 
limite g, l’aire d° fait partie de B’, quel que soit z dans B, et l’on a 


(31) LfCs) Same EVE pour n> 9, 
va 


e * 


en tout point z de B, [H, maximum de f(z) dans B']. 
D’après cela, la série 


(M2) TS Su SE SE re Go + P1(Z) + pr(z) on CU 


est une série (M) qui converge absolument dans A et uniformé- 
ment dans toute aire intérieure à À. Le terme p, est un polynome 
en z de degré n. 


27. Examinons maintenant ce qui se passe sur les demi-droites 
frontières de A. Soit D une demi-droite exceptionnelle, issue du 
_ point singulier € : st ce point est algébrique, je vais montrer 
que la série (M,) converge absolument sur D au delà du point 
et représente fa(z), tant qu’on ne rencontre pas sur D un point 
singulier transcendant de fa(z). Elle converge même unifor- 
mément vers fa(z) et est dérivable terme à terme indéfiniment 


(:) Si, au lieu de prendre À = + Va, on prenait 4 = — Va, la courbe 4 (cor- 
respondant à chaque valeur de n) serait située au-dessous de Oz, et il faudrait, 
dans tout ce qui suit, remplacer /,(z) par f,(z), valeur de f(3) à gauche de D. 
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sur tout segment PP/ de D le long duquel f4(3) est holomorphe 
(extrémités comprises) [ pourvu qu'entre € et P la fonction fa(z) 
ne présente que des points singuliers algébriques |. 

En particulier, si € est un pôle et si D ne renferme pas d'autre 
point singulier, la série M; converge vers f(z) sur toute la 
droite D (le point € excepté) et converge uniformément sur tout 
segment fini PP’ de D (dont € ne fait pas partie). 

Pour démontrer ce théorème, plaçons-nous d’abord dans lhypo- 
thèse où entre € et P il n’existe pas de point singulier de fa(z). 

De O comme centre décrivons un cercle plus petit que le 
cercle d’holomorphie de f(z); entourons PP' d’une aire assez 
aplatie pour que fa(z) y soit prolongeable régulièrement (con- 
tour compris); enfin relions ces deux aires par une bande aba!b! 


Fig. 8. 


attenante au bord droit de OP et assez étroite pour faire partie 

de l’étoile A. Si, dans l’aire totale E ainsi formée, on prolonge la 

fonction f(z), cette branche de fonction, qui coïncide le long 
de OP avec fa(z) et que je représenterai par fa(z), est, holo- 4 
morphe dans E, contour compris, le point € excepté. Eu ce point, x 
qui est un point algébrique, f4(z) peut devenir infini d’un certain ÿ 
ordre m (entier ou fractionnaire) : dans l'aire E, |f4(s)| reste FR 
inférieur à Rte K désignant une certaine constante et m une % 
quantité positive ou raies hs 

D'autre part, soit 3, un point du segment PP’. Pour les petites L 

valeurs de À, donc pour les grandes valeurs de », le chemin le dif- 
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fère très peu du vecteur O9 et fait partie de l’aire E; la distance 
minima Ô entre un point de { et un point du contour de E tend 
vers zéro avec h, et est de l’ordre de À pour k infiniment petit; on 
peut écrire à — ph, x désignant une quantité positive qui dépend 
de h et de 59, et qui reste supérieure (t) à un nombre fixe À> 0 
quels que soient 3, entre P et P' et k entre o et 1. L’aire d est, 
par suite, intérieure à E, dès que nr dépasse une certaine limite 
(indépendante de la position de 3 entre P et P') : en effet, les 
cercles décrits d'un point de {* comme centre, avec 14a|30| 
comme rayon, sont intérieurs à E dès que 14aOP est moindre 
que Àh, c’est-à-dire dès que r dépasse un certain entier, puisque 
h est infiniment grand par rapport à « pour ñ — . Soit g une 
valeur de n telle qu’on ait 
14 ap < À hk (pe = OP), 
c’est-à-dire 


À 


1440 < k Va, ou Va < TS ou enfin logg > 25) 


Pour x > q, la fonction f(z) est holomorphe dans l'aire d:; 


KR È É 
son module y est moindre que ——; c’est-à-dire moindre 


lz— 6/7 


» puisque 3, variant dans d%, reste à une distance 


de € supérieure à Àh — 1 4ap 2 : k. 
L’inégalité (31) s'applique donc au point z, et donne ici 
D) LfaCe) = St) TRS * 
| G) me 


, >} LA ‘ . . s L 
Or À =|/ 7 est inférieure à VA pour n suffisamment 


- grand. On a donc, tout le long de PP”, 


[fa(z) — Sas) <K _ (K constante numérique), 


FE 


e 


dès que n dépasse un certain entier. 


(‘) Il serait facile de donner une valeur explicite de À, mais la chose est inutile 
au raisonnement. Ë 


que H dans un cercle de rayon p et de centre %o, | FÜ) (2) est moindre que H: 
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La série (M:) converge donc absolument et uniformément 
le long de PP' vers fa(z). C. Qt FD 


28. De plus, pour chaque valeur de n, décrivons du point 
comme centre un cercle c de rayon px (4 constante numérique). 
Quand 3 reste intérieur à c, le chemin (* reste intérieur au do- 
maine E (au moins dès que n est suffisamment grand) et la dis- 
tance minima de € à l’arc [* est encore de l’ordre À et supérieure 
à A (en modifiant un peu, s’il est nécessaire, la constante À intro- 
duite plus haut). L’inégalité (32) se trouve done démontrée non 
seulement pour 4 = z9, mais dans tout le cercle c, d’où l’on déduit, 
en vertu d’un théorème classique (1) : 


:. nr 
SÉ&0) — SH 20)| < des ARC . 2 CES £ _ 
(2)° hmevr er A er. 


en tout point 3, de PP', dès que nr dépasse un certain entier. 

Les séries obtenues en dérivant terme à terme la série (M2) 
convergent donc, elles aussi, sur PP’ absolument et uniforméments … 
elles représentent sur PP’ les dérivées successives de fa(s). DER ee 

Si, entre l’origine et le point P, il existe plusieurs points sin= a 
guliers (tous algébriques) de fa(z), rien n’est changé dans le 
raisonnement précédent : il suffit de considérer l’ordre maxi- 


mum m d’infinitude de f4(z) en ces points singuliers; dans * 


l'aire d, | fa(z)| est moindre que He (quel que soit 30 NE 
; LE m LATE 

(2) $ PRE 79/0 

entre P et P'), et les inégalités précédentes subsistent. (ae Fa 


D'une façon générale, pour que le raisonnement subsiste, TA 
suffit : 1° que f(z) soit holomorphe jusqu’en un point Q à 
droite (?) de D, et 2° qu’en tout point singulier E de fa(s) 
sur D, on ait * 


1 « 
(33) | fa(z)| < el" (m constante numérique > 0), 


pour 2 voisin de & à droite de D. 
(:) À savoir ce théorème : Si F(s) est holomorphe et. de module moi 


(2) Voir le n° 24. ME 


ea 
= 
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Soit alors PP’ un segment de D compris entre O et Q et le long 
duquel fa(3) est holomorphe. Quel que soit 3, entre P et P', la 
fonction f4(3) (dès que n dépasse une certaine limite) est holo- 


morphe et de module moindre que 6) dans l’aire d* qui cor- 
respond à chaque valeur de n. Or la quantité 


Li 
am [21m /logn\? 
AA) EUR :) 2 
. 4 . . 
est moindre que n°, dès que n dépasse un certain entier g, en 
sorte qu’on à 


NE | / C0) — Sn (30)| < 2e x ee 

e* 
pour » >> q, le long du segment PP’. Cette inégalité entraîne les 
mêmes conséquences que ci-dessus. 

Remarquons que, sur D, les points singuliers de f4(3) peuvent 
former des ensembles quelconques, et même comprendre tous les 
points d’un segment : la seule condition qui leur soit imposée est 
l'inégalité (33). 

_ En définitive, st la fonction f(3) est holomorphe à droite de D 
_ jusqu’en un certain point Q, et si, en chaque point singulier E 
_ de fa(z) sur D, l'inégalité (33) est vérifiée, la série (Mà) con- 
verge absolument et uniformément vers fa(z) sur tout seg- 
ment PP! de OQ le long duquel fa(s) est holomorphe; les séries 
dérivées terme à terme convergent de la même manière sur PP’ 

L vers les dérivées successives de fa(s). 


4 

LE 29. Par exemple, appliquée à la fonction e*! , la série (M2) 
_ converge absolument dans tout le plan, sauf 1e ai 1: élle 
…_ converge uniformément dans toute aire qui n’a aucun point 
J commun avec la demi-droite x>1, y —0. Elle converge uni- 


 formément vers-e*-' sur tout segment fini x,x2 de cette demi- 


droite (1 <a, <a). à 
L Il est impossible que cette dont série converge uniformé- 
_ ment sur une courbe traversant la demi-droite exceptionnelle : 
autrement, on formerait aisément une courbe fermée C entourant 
_ le point z—1 et sur laquelle la ne (M:) convergerait unifor- 
7: n E;: B. : ge 10 


« 
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L 


mément. Les termes de cette série (polynomes en z) étant holo- 
morphes dans C et sur C, la série (d’après un théorème classique) 
convergerait uniformément dans C, et sa somme serait holomorphe 
dans C. en particulier pour 4 — 1, ce qui est absurde, La remarque 
s'étend évidemment au développement d’une fonction que ose 
par la série (M). 
Admettons enfin que, f(z) étant toujours holomorphe à droite 
de OQ, l'inégalité (33) ne soit pas vérifiée, mais qu'on connaisse 
une limite quelconque du mode de croissance de fa(z) dans le 4 
voisinage de chacun des points singuliers Ë situés sur D (entre 0 VA 
et Q); soit D PANES C4 
Ai<e( Er): er 
| FR 


* 
On peut toujours former une série analogue à (M;) et qui repré = 14 
sente fa(z) sur OQ (en dehors des points singuliers) : il suffit, d 


dans les raisonnements précédents, de faire décroître À > 
Ke K ll 
Ye 


I 
tement encore avec =; et de prendre À — ES tel que’(la c 


stante g étant arbitraire, mais positive) l’on ait ; 
\ ‘.ZN TR 


elgY(n)1x< Æ <= EE È 
ex de 


Par exemple, si l’on sait qu’on a . 


: 1 ; 4 & 
| fats)T< ect (m const. > 0), DE © 
? dans le voisinage de chaque point E, il suffit, comme on le y 
à s/ . ; a ‘ à { S 
PE aisément, de prendre X — loga TE Ce 


Enfin, tous les résultats obtenus s'étendent d’eux-mêm 
fonctions de plusieurs variables. 


indiqué d’autres séries (M) Hiver alé au delà des EM sé 's i: 
f(z) qui né sont pas des points de branchement ( points sente de W 
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30. Quelques applications des résultats précédents. — Ne 
considérons plus, dans ce qui suit, que des fonctions f(z3) dont 
les points singuliers à distance finie sont tous algébriques. La 
série (M,) correspondante convergera dans tout le plan, sauf aux 
points singuliers, sommets de l'étoile, etreprésentera f4(z) sur les 
demi-droites D. 

Appliquons cette remarque aux équations différentielles linéaires 
à coefficients algébriques, et soient 6,, ..., Cxles points singuliers 

[! 
(3—4)...(3—&x) 
vient (!) une fonction f(Z) dont le seul point singulier non algé- 
brique est à l'infini, et qui n’a qu’un nombre fini de points cri- 
tiques algébriques : le développement de f(3) en série (M:) con- 
verge donc dans tout le plan sauf aux points singuliers. 

Quand, à la série (M, ), on substitue la série conjuguée (M;), qui 
s’en déduit en changeant partout À en — , la nouvelle série jouit 
exactement des mêmes propriétés que (M:) à cela près que fa(z) 
est remplacé partout par f,(3), valeur de f à gauche de D. 


Ajoutons ensemble maintenant, terme à terme, les deux sé- 
b . 

Ab ait 
on forme ainsi une série (M), qui représente f(z) dans l’étoile A, 
a fa + bfe. 
# a+b 

En particulier, si l’on prend a = b, on obtient une série de la 
forme 


de l'intégrale. Si l’on pose Z — » l'intégrale de- 


ries (M,) et (M;), multipliées respectivement par 


et qui, sur les demi-droites frontières, représente 


& +(n) Ÿ Cine + dons +. + nnanz"), 


où les coefficients À sont réels, qui représente f(3) dans l'étoile 
et la moyenne arithmétique de fa et f; sur les demi-droites D. 


Appliquée à Vi—3, cette série représente V1 —x pour x réel 
et 1 el représente zéro pour æ réel et >r. 

. Si l’on retranche terme à terme les deux séries (M;) et (M), 
on obtient (après division par £) une série de forme entièrement 
analogue à la précédente, qui représente zéro dans tout le plan, 
_ quel que soit f(z), sauf sur les demi-droites D où elle repré- 


sente fa — f3- 


__ (1) On peut éviter cette transformation en discutant le mode de croissance de 
_ l'intégrale dans le voisinage de chaque point singulier &. 


“ 


o. 
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31. Parmi les séries (M) de la forme PORTO, ta série 
(M) +4CMs), 


d'4 


que je désignerai par (M,), est la plus remarquables" rs 


1+E 

2e 
Appliquons ce développement (M,) à une fonction f(s) qui na: tu 
sur l’axe réel, d'autre point singulier que le point z= 1, point 


algébrique autour duquel deux branches seulement se permutent. PAT 
La série (M,) jouit alors des propriétés suivantes : 

1° Elle converge absolument et uniformément, ainsi que 
les séries dérivées, sur tout Meta de l’axe de qui ne com- >: ( 


cet vers Le pour Es à ste le n° 2) 


pour æ > 1. Mais, si l’on applique à la fonction G(x) Le a 
loppement (M;) en prenant x, comme ‘origine, la nous l ; 
série (M,) jouit des mêmes propriétés et représente la mêm Le. = 


fonction G(zx) que la premièresur tout l’axe réel (! he mer: cé 
Par exemple, appliquée à F(s)=y1=3, [F(o)}= + 


série (M;) représente + Vi—zx pour Ti, et 


pour æ >1. De | 
32. Considérons enfin une fonction harmonique V(æ, y, 


domaine intérieur à 1h PUR: elle est dérivable terme à à terme à 
finiment (sauf aux points Magiliees) et les séries dérivées « 1 
mêmes POORIEUSS que la série elle-même. 


K ! 


(*) On peut même former des exemples où la série (M,) jouit de & 
propriétés énoncées, et de plus converge absolument et uniformémen 
les séries dérivées, sur tout segment de l’axe réel (le point &=1. 
RpsNoR réelle G(æx) a donc des dérivées de tout ordre quel que 


NOTE II. 


DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME DE M. BAIRE. 


Par M. HENRI LEBESGUE. 


* On appelle fonctions de classe 1 celles qui peuvent être consi- 


: dérées comme les limites de suites convergentes de fonctions con- 
Motinues., . j 

+: Nous dirons qu’une fonction f est, à moins de € près, de classe 1 
dans un intervalle I (!) si l’on peut trouver une fonction # de 


_ classe 1 telle que, pour tous les points de I, on ait 


Lf—91<e. 


Nous dirons qu’une fonction f est, à moins de e près, de classe 1 
_en un point P s’il existe un intervalle, contenant au sens étroit le 
| point P, dans que fest, à moins de + s près, de classe 1. 
Nous dirons qu’une fonction f'est de classe 1 en un point P si, 

quel que soit e positif, f'est de classe ra à moins de € près, en P. 

Supposons que l’on convienne de s’occuper seulement des va- 

_ leurs de f — ® pour les points d’un ensemble parfait E. Alors les 

g définitions précédentes nous font connaître les conditions dans 

te _ lesquelles on dira qu’une fonction est de classe 1, à moins de € 
4 près, sur E ou qu’elle est de classe 1 sur E en un point de E. 

sh _ Remarquons encore que si la fonction © de comparaison avait 

; été supposée continue dans un intervalle, au lieu d'être supposée 

… de classe 1 dans un intervalle, nous aurions eu une définition de 


_ Ja continuité en un point dde d’üne définition de la continuité 
P 


l 

_ (') Toutes les définitions et tous les raisonnements qui suivent concernent les 
fonctions d’une seule variable; il suffirait de très légers changements pour les 
ndre applicables au cas général. 


( 
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dans un intervalle (!) supposée antérieurement donnée. D'ailleurs 
les raisonnements qu’on va lire sont exactement calqués sur une 
suite de raisonnements permettant dé fonder la théorie des fonc- 
tions continues sur la définition de la continuité dans un intervalle, 
et non pas, comme on le fait le plus souvent, sur la continuité en 
un point. 


I. Toute suite uniformément convergente de fonctions de 
classe 1 a pour limite une fonction de classe x (?). 

Soit fi, fr, ..- une suite uniformément convergente de fonc- 
tions de classe 1, f sa limite. Soit e, + e; +... une série con- 
vergente de nombres posilifs décroïssants. On peut toujours *f 
trouver »} tel que, quel que soit q positif, on ait 


fn — fnp4q\£ Ep; Fe | 
je suppose de plus que les nr, croissent avec p. La série 
J P | P 


nt Pns— fn) + (ns — ns)... Ù ; l <ÿr 


est convergente et de somme f; ses termes sont de classe 1, car 


la différence de deux fonctions de classe 1 est une fonction de 
classer. 24% 

Le pie terme (pZo) est la limite, pour r infini, de la suite 
de fonctions continues f}. Je dis que, pour p > 0, on peut sup 
poser que, qu que soit r, on ait |f,|£e). En effet, si les Jr pé =: 


FPE 
satisfont pas à cette inégalité, posons RARSAT FA 
: NA 
Era quandona —e,<fh£ep; SERRE \ 
F5 = —e uand on a PS 5pS Rte 
PE LE q P= p; ea 
Ft, quand on a spS fr: TES 


Les F”, ont même limite que les f”,, car la limite de ceux-ci ne. 


uniformément convergente de polynomes. ’ 
(2) D’après la définition adoptée les fonctions continues sont des fonct 
classe 1. Si, comme le fait M. Baire, on excluait de la classe 1 les fonctio 
tinues, il faudrait, dans cet énoncé et dans les suivants, Femplaoes fon 
classe 1 par fonction continue ou de classe 1. | 
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surpasse pas «, en valeur absolue, donc é 
p P p en : on peut remplacer les f”, 
par les Fe qui satisfont à toutes les conditions indiquées, 
Les f”, ‘étant choisies comme il vient d’être dit, posons 


pr=fo+fi +fi+ 


La série +, est absolument et uniformément convergente, ses 
termes sont des fonctions continues, la fonction +, est continue. 
Mais w, tend vers f, quand r croît, car les p premiers termes de, 
ont une somme qui tend vers /,, et les suivants ont une somme au 
plus égale en valeur absolue à e,+e,,+.. 

Ceci démontre le théorème. 

Considérons desintervalles I,,1,, ...,en nombre fini ou dénom- 
brable et des fonctions de classe 1 fi, f2, . .., définies respecti- 
vement dans ces intervalles, extrémités y comprises. J’appelle f 
la fonction égale à f, dans I,, à f: dans la partie de I, extérieure 
à I,, à fa dans la partie de J, extérieure à I, + L, etc., je dis que f 
est de classe 1. Soit f,, f, -. -, une suite de fonctions continues 
tendant vers f,. Par f” je désigne une fonction continue assujettie 
aux seules conditions d’être “égale à f;, dans I,, à ff; pour les 


points de 1; qui sont distants de = au moins de ceux de 1,, à f? 


. . . I . 
pour les points 1; qui sont distants de - = au moins de ceux de 


F2 6 .... f" tend vers f, quand r ARE indéfiniment, 


donc f est de classe 1 dans 1, + L +... 

Supposons maintenant que v soit, à moins de e près, de classe 1, 
dans chacun des intervalles [,, 1, .... Cela veut dire qu’on peut 
trouver les fonctions de classe 1 f,, fr, ..., définies dans I,, 


He: el différant de y de moins de &, donc w diffère de la 


fonction f, formée comme il vient d’être dit, de moins de € 
dans [, + [, +..., et par suite v est, à moins de e près, de classe 1 
dans til + .. 

D'après le théorème de M. Borel, démontré page 9, dire 
qu’une fonction f est, à moins de e près, de classe 1 en tous les 
points d’un intervalle Ï, extrémités y comprises, c’est dire que 1 
est:la somme d’un nombre fini d’intervalles dans lequel f est de 
classe 1, à moins de € près. Donc : / 


_. II. Siune fonction est, à moins de e près, de classe x en tous 


2 
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les points d'un intervalle, elle est, à moins de e près, Fe 
classe 1 dans cet intervalle. 

D'ailleurs, d’après [, une fonction'est de classe.1 dans un  Énfens 
valle si, quel que soit e positif, elle est de classe 1, à moins de 
e près, dans cet intervalle; car elle est alors la limite d’une suite. 
uniformément convergente de fonctions de classe 1, donc : 


III. Si une Mach est de classe 1 en tous les points d'un 
intervalle, elle est de classe x dans cet intervalle. FE 
Ces deux théorèmes sont encore exacts lorsqu'on ne sait rien Lt 
relativement aux extrémités a et b de l'intervalle considéré. ER | 
Modifions, en effet, la fonction donnée f en lui donnant he % 
valeur constante f(a) de — à & et la valeur constante f(b) … 
- de b à +, elle est alors de classe 1 dans les deux intervalles 
ML (—e, a) (b, +) &i 
224 Si nous supposons qu'elle est de classe 1, à moins de € pr 
en tous les points intérieurs à (a, b), cela né sera pas changé P 

la modification indiquée. Du théorème de M. Borel on déd 
facilement que l’ensemble des points intérieurs à (a, ya 
l’ensemble somme d’une infinité dénombrable d’ intervalles da 
va 5 pics desquels f est, à moins de & près, de classe 1. 


cation, à est de classe 1, à moins de €e près; dans (— 0, +o 
2 après la modification, f est de classe 1, à moins de € près; avar 
modification, f était de classe 1, à moins de € près, dans fa 
c’est la proposition II, d’où l’on déduit la proposition III. 


MR Des théorèmes IT et IIL ainsi complétés, il résiiie que 1e - 


semble E des points où f n’est pas de classe 1, à moins de & Le 
pe contient aucun point isolé. Par défifitio f ne peut être de 
classe 1, à moins de € près, en un point P sans qu’il en soi 
même pour tous les points assez voisins de P; le SE ES 


queË est fermé, par suite : ( 


= IV. L'ensemble E des points en lesquels une fonction 


“ b Le Lil 
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n'est pas de classe 1, à moëns de e près, est un ensemble parfait. 
Je vais maintenant démontrer la propriété suivante : 


V. La fonction f est discontinue sur E en tout point de E(!). 
Soient [,, [, ..., les intervalles contigus à E; d’après II, f est 
de classe 1, à moins de e près, dans chacun d'eux. Soit £p une 
fonction de classe 1 limite, pour r infini, de la suite convergente 
des fonctions continues”, et différant de f, dans [,, de moins dee. 
Si f était continue sur E, en un point M de E, la fonction v égale 
à w, dans I, et à (M) sur E différerait de f de moins de & Ts 
un certain intervalle contenant M à son intérieur. En M, f n’est 
pas de classe 1, à moins de « près; il suffira donc de démontrer 
que v est de classe 1 pour prouver le théorème V. 
J’appelle 1” l'intervalle ayant même milieu que 1, et tel que 


I 
longueur 1, = longueur 15 + _ 


J'appelle &’ une fonction continue assujettie aux seules condi- 
tions d’être égale à f” dans [°, à f5 dans 1}, ..., à f; dans I; et 
à (M) à l'extérieur de 1,+l24+...+1,. © est la limite, pour 
r infini, de w” ; le théorème est démontré. 

J'arrive maintenant au théorème de M. Baire (?). 


_ VI. Pour qu’une fonction soit de classe 1 il faut et'il suffit 
“ qu’elle soit ponctuellement discontinue sur tout ensemble par- 
DR fais. 

La condition est suffisante. Si f n’est pas de classe 1, f n’est 
EE pas de classe 1, à moins de e près, si e est assez petit, d’après TI. 
D'après IL, il existe alors des points où f n’est pas de classe 1, à 
_ moins de & près; d’après IV et V l'ensemble E de ces points est 


NT & S . 
_  parfaitet f est totalement discontinue sur E. 
2 La condition est nécessaire (3). Soit f de classe r, limite des 


& fonctions continues A, 2; fs .... J'appelle E,,, l’ensemble 


; GRR (:) D'une façon plus précise, en aucun point de E, f n’est de classe 1, à moins 
_ de e près, sur E. j ; 

(2) Voir BaiRE, Comptes rendus, 21 mars 1898 et Thèse, Annali di Matema- 
_ æica, 1899; LEBEsauE, Comptes rendus, 27 mars 1899; Baie, Bulletin de la 
‘4 Sociëté mathématique de France, 1900. 
__  (%) La démonstration qui suit diffère sensiblement de celle de M. Baire, 
À mais la RPPREE des raisonnements qui y sont ARS lui sont dus. Cette 
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fermé des points pour lesquels on a [fn — fhsp|<e. E étant un 
ensemble parfait quelconque, donné arbitrairement, j'appelle E, 
l’ensemble des points communs à la fois à E, à E, 4, à Eh 2, . 
E», étant l’ensemble commun à une infinité dénombrable d’en- 
sembles fermés, est fermé. E est la somme des E, ; je dis que l’on 
peut prendre n assez grand pour qu'il existe un intervalle I conte- 
nant des points de E et tel que tous les points communs à let E 
appartiennent à E, (!). Si cela n’était pas, dans tout intervalle I 
contenant des points de E on pourrait, quel que soit n, trouver 
un point de E n’appartenant pas à E, et, puisque E, est fermé, un 
intervalle contenant des points de E sans contenir de points de E,. 
Or soit I, un intervalle contenant des points de E et pas de points 
de E,, soit I, un intervalle, intérieur à 1,, contenant des points 
de E et pas de points de E;, etc. On ne peut pas continuer aïnsi 
indéfiniment, sans cela, à l’intérieur de 1,, L;, ..., existeraitau 
moins un point de E qui n'appartiendrait ni à E,, ni à E;, ..…. 
Par suite on peut trouver 1, contenant des points de E, et » de 
manière que, dans 1, E et E, soient identiques. Dans I, f et fr 
diffèrent de € au plus; si l’est choisi intérieur à 1, contenant des 
points de E, et assez petit pour que, dans J’, l’oscillation de ÿ, soit 
inférieure à e, l'oscillation de f sur E, dans l', est inférieure à 3e. 

Ceci posé, I, étant choisi arbitrairement, contenant des points 
de E, nous pourrons choisir [,, intérieur à [,_,, contenant des 
points de E, et tel que, dans L,, l’oscillation de f sur E soit infé-. 
rieure à 3 : p. À l’intérieur de tous ces intervalles I, 1, .:.,, 
existe au moins un point de E; en ce point f esi continue sur E: 

En terminant, j'indique une propriété qu’on peut parfois invo=. 
quer pour démontrer qu’une fonction est de classe 1 (2). 


> 


VII. Pour qu'une fonction f soit de classe 1, il faut et AE 


Ware 
suffit que, quel que soit : positif, l'intervalle que l'on considère DS 
soit la somme d'une infinité dénombrable d ‘ensembles fermés | 2 
sur chacun desquels f est continue, à € près. TA 


La condition est nécessaire. En effet si, dans la démonstr ù 


(*) Ici, et dans la suite, il s'agit de points contenus, au sens étroit, da: 
intervalles indiqués. à 

(2) Pour plus de détails, voir ma Note : Une propriété caractéristique 
fonctions de classe un (Bulletin de la Societé mathématique de Franoëk 
1904, p. 229 à 242). 


Er 


DÉMONSTRATION D'UN THEORÈME DE M. BAIRE. 155 


précédente, E est l'intervalle considéré, cet intervalle est la somme 
des E, et, sur E,, f et fa diffèrent de € au plus. 

: La condition est suffisante. Pour le voir directement supposons 
que l'intervalle considéré soit la somme des ensembles fermés E, 
et que, sur E;, f diffère de e au plus de la fonction continue f}. 
Je prends un ensemble dénombrable D, de points partout dense 
sur E, en ayant soin d’y faire figurer les extrémités des intervalles 
contigus à E, (!). Je barre ceux de ces points qui appartiennent 
à E,+E:+...+E,, et je range les autres en suite simplement 
infinie, la suite A,(M}, M?, ...); d’ailleurs, si un point M a été 
barré de D, parce qu’il appartient à E,(n'< n), j'ai eu soin de 
faire figurer M dans D, 

Je vais construire une fonction continue F,. Pour cela je prends 
le point M}, au moins les p premiers points de A;_,, au moins 
les p premiers points de AÀ,_>, et ainsi de suite. Je prends dans 
chacune de ces suites assez de points pour que, si M£ est pris, 


auquel cas, faisant partie de Az, il ne fait pas partie de Ex_,, les 


deux extrémités de l’intervalle contigu à E4_, et contenant M;, 
qui font partie de l’une des suites Ay_,, Ax », ..., A,, soient 
prises aussi. La fonction continue F, est définie par la condi- 


_ tion d’être linéaire entre deux des points ainsi choisis et, si M; 


_été choisi, d’être en ce point égale à fx (M{). 

Clecchous la limite de F,, quand p augmente indéfiniment. Si 
R appartient à l’une des suites À, il est évident que F,(R) tend 
vers f,,(R), no étant le plus petit indice correspondant à un 
ensemble E, contenant R. Il en est encore de même si R n’appar- 
tient à aucune suite À; car, dès que p est assez grand, les deux 


. points servant à la définition de F, et contenant entre eux R sont 
_ deux points S, T de À. F,(R) est dès lors comprise entre f,,(S) 


et fn), quantités qui tendent, quand p augmente, vers f,,(R) 
ear-/,, est continue et S et T En vers R. 
La suite des F, est convergente, sa limite F diffère de la fonc- 


* tion f de e au plus, donc f'est, à e près, de classe 1. Puisque € est 


quelconque, il résulte de I que f est de classe 1. 


_ (") A cause du rôle joué par les intervalles contigus, cette démonstration ne 
s'applique pas immédiatement au cas de plusieurs variables. 


NOTE III. Piste 


SUR L'EXISTENCE DES FONCTIONS DE CLASSE QUELCONQUE. 
L æ Le Ë 
Par M. Émize Bone. RTE 


On peut se demander si la classification de M. Baire n’est pas. 
\ |. purement idéale, c’est-à-dire s’il existe effectivement des Rae ñ 


üons dans Rs NO classes définies par M. Baire. Il est clair nr 


me DAS 


aisé de voir qu'il existe des fonctions de classe supérieure à 
| nombre quelconque (fini ou transfini) donné d’avance; cl 
\ Ni . sémble E des fonctions dont la classe ne dépasse pas un nomb Fr 
, donné a évidemment la puissance du continu; et l’ensemble F_ 
£ de toutes les fonctions possibles a une puissance supérieureà celle. 

CURE du continu (2); l’ensemble F est donc infiniment plus riche que … 
l’ensemble E, c’est-à-dire renferme une infinité de fonctions q qu < 
SERRE n’appartiennent pas à E. Mais ce raisonnement basé sur les pui di 
sances a.un grave défaut : il nous apprend bien qu'il y a des fon 
tions de F quin HEAR ne à ii mais su ne nous s donr 


termes de manière que deux hope différentes, De 
parlent de cette fonction, soient certaines qu elles parlent 
‘méme. | 

Le raisonnement précédent ne permet pas d’exelure l’ hi 
où un théorème tel que le suivant serait exact : toute 


(*) Voir mes Leçons sur la théorie des fonctions, Notes IT et LE 
te) Loc: Us : 
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effectivement définie est nécessairement de classe 0, 1, 2 ou 3. 
Nous allons, au contraire, montrer qu'il est possible de définir 
effectivement une fonction dont la classe dépasse un nombre donné 
d'avance. 

D'ailleurs, cette définition exigera en général des opérations 
transcendantes pratiquement inexécutables; on sait que cette diffi- 
culté se présente presque toujours lorsqu'il intervient des pro- 
cessus infinis : séries ou intégrales. 

Voici comment on peut définir une fonction de classe supé- 
rieure à deux; le même raisonnement s’appliquerait à une classe 


quelconque. Posons 
ë Y=2+8 


PaB(z) — à Ca,B,yTŸ- 
pdt Y=0 


Toute série double de polynomes peut être écrite sous la forme 


(0) > À Paste) ; 
CES 


& x (EP À 
, 


! | … Si dans un certain intervalle la série (1) converge, elle définit, 


. 


… fonction de classe o, 1 ou 2 peut être définie de celte manière par 
_ un choix convenable des c,,8,, (chaque fonction est même définie 
d’une infinité de manières, mais cela n’a pas d’inconvénient pour 
ce qui suit). 

Aie On peut, au Tableau des constantes Ca,B,y faire correspondre 
| d’une manière univoque un nombre w, compris entre o el 1 ; c’est- 


 à-dire s'arranger de manière qu’à tout nombre w, corresponde un 


_ système de constantes Cu,g, et à out système de constantes un 


_  tèmes distincts, et réciproquement. Une telle correspondance peut 


_ déterminée (1). Ceci fait, nous allons définir une fonction f(x), 
_ dans l'intervalle o — 1, de la manière suivante : soit w, une valeur 


" 


_ dans cet intervalle, une fonction de classe 0, 1, ou 2; et toute 


_ nombre w», deux nombres distincts correspondant à deux sys-. 


_ quelconque de x comprise entre o et 1; formons la série (1) qui 


\ 


tion déterminée de classe 3; pour la démonstration, voir H. LEBESGUE, Sur i 
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correspond à un d’après la correspondance précédemment réalisée; 
si pour z — &} la série (1) ainsi formée diverge, ou si elle converge . 
et a anne somme différente de zéro, nous poserons 


Jun) = 0; 


si pour z — un la série (1) correspondant à æ converge et a pour. 
somme zéro, nous prendrons 


CUP) 


Ilest clair que la fonction f(x) que nous avons ainsi définie 
dans l'intervalle o — 1 n'y coïncide avec aucune fonction de 
classe o, 1,2. Car une telle fonction, définie dans Pintervalleo—1, … 
est représentable par une série (1) convergente pour Loutes les è 
valeurs de x comprises entre o et 1. Supposons, pour un instant, me 
que la fonction f(x) puisse être représentée par une telle série et. a “e 
soit #, le nombre qui correspond au système des coefficients À 
Ca,,y de celte série; pour x — w, la série converge, puisque ws est 7 
compris entre o et 1; or, si la somme de Ja série est différente de … 
zéro, On à f(Un) = 0 et, si la somme de la série est égale à zéro, 4 nn 
ie ul y a donc contradiction et nous avons étab 


résultat que nous avions en vue : il est CE de définir efecti- _ 


donné jee QUE 


(!) La démonstration précédente prouve simplement que la classe de la fo 
tion définie est supérieure à 2, mais n'exclut pas la possibilité que cette 
soit un nombre transfini, M. Lebesgue, à qui j'ai communiqué cette démon ] 
tion, a pu, en la modifiant et la complétant, en déduire la définition d'une 


fonctions représentables analytiquement (Journal de Mathématiques pu 


et appliquées, 1905). Dans ce Mémoire, M. Lebesgue donne des exemples de 
tions non représentables analytiquement. — Poir aussi l’article de M. ÉnLr 


Villars). 
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